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RESUMO

Testes Adaptativos Informatizados sdo avaliagdes educacionais aplicadas em um computador,
cuja escolha dos itens € feita em tempo real, baseada nas respostas do examinando aos itens
anteriores. Esta caracteristica garante aos testes adaptativos maior precisdo na estimativa da
proficiéncia do examinando com a aplica¢dao de menos itens. Diversas metodologias foram cri-
adas para balancear a precisdo na estimativa da proficiéncia com o uso homogéneo do banco de
itens, a maioria delas fundadas na Teoria da Resposta ao Item, uma série de modelos psicomé-
tricos criados especificamente para mensurar tracos latentes dos individuos e modelar probabi-
listicamente o comportamento desses individuos durante a aplicacdo de um teste. Este trabalho
apresenta uma nova metodologia de selecdo de itens para aplicacdo de Testes Adaptativos In-
formatizados, baseada no agrupamento por similaridade de um banco de itens, representados
por seus parametros sob o modelo logistico de 3 parametros da Teoria da Resposta ao Item.
Diversos algoritmos de agrupamento tradicionais s@o aplicados, seus resultados sdao avaliados
utilizando medidas de validag@o disponiveis na literatura e, por fim, sdo alimentados a metodo-
logia proposta, a qual € validada através de um estudo de simulacdes de aplicagdes de Testes
Adaptativos Informatizados sob diversas restri¢des de exposicao dos itens. O estudo de simula-
coes demonstra que o nimero de grupos no qual o banco de itens € separado possui influéncia
sobre a precisdo da estimativa das profici€éncias dos individuos e também sobre a taxa de sobre-
posicao do teste, permitindo que precisdo e seguranga do banco de itens possam ser controlados
através da variagao no nimero de parti¢des.

Palavras-chave: Agrupamento por Similaridade. Testes Adaptativos Informatizados. Teoria da
Resposta ao Item.



ABSTRACT

Computerized Adaptive Tests are educational evaluations applied using a computer, whose
choice of items is done in real time, based on responses from the previous items answered by
the examinee. This feature ensures greater accuracy in estimating examinees’ abilities with the
use of fewer items. Several methodologies were created to balance the accuracy in estimating
abilities with the homogeneous use of the item database, most of them based on Item Response
Theory, a series of psychometric models created specifically to measure latent traits of individ-
uals and probabilistically model the behavior of these individuals during the application of a
test. This work presents a new item selection methodology for the application of Computerized
Adaptive Tests, which is based on the clustering of the items in the item pool, represented by
their parameters under the three-parameter logistic model of Item Response Theory. Several
traditional clustering algorithms are applied, their results are evaluated using validation mea-
sures available in the literature and finally are fed to the proposed method, which is validated
by a simulation study of adaptive testing applications under various item exposure restrictions.
The simulation study showed that the number of groups in which the item bank is separated
has influence on the accuracy of the estimation of examinees’ skills and on the test overlap rate,
allowing both variables to be controlled by varying the number of partitions.

Keywords: Clustering. Computerized Adaptive Tests. Item Response Theory.
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1 INTRODUCAO

O uso do instrumento de avaliagdo € uma forma comum de se medir fatores e caracteris-
ticas comumente nao mensuraveis, como conhecimento em determinado assunto, xenofobia e
usabilidade de software. Usualmente, um instrumento de avaliagdo é composto de uma série de
itens, os quais devem ser respondidos pela populagdo que se deseja avaliar, possibilitando que
os individuos sejam posteriormente posicionados em uma escala que determina até qual ponto
um individuo da populagdo domina ou concorda com a caracteristica sendo avaliada. Devido
ao fato dessas caracteristicas ndo serem diretamente mensurdveis, di-se a elas o nome de tracos
latentes.

Diversas ferramentas psicométricas existem para auxiliar o avaliador na tarefa de se
medir os tracos latentes. A Teoria Classica dos Testes (TCT), desenvolvida inicialmente por
Spearman (1950), visava principalmente suprir a necessidade da drea psicoldgica em testes
de aptiddo, por isso possui um viés significativo na medi¢do da inteligéncia dos individuos
(PASQUALLI, 2003). Apesar de primitiva, a TCT € capaz de proporcionar grande quantidade
de informagdo referente aos resultados dos individuos. Ela utiliza como medida principal a
pontuacao total do examinando no teste, ou seja, a soma de todos os seus acertos, possuindo
como medida suplementar a variancia entre as pontuacdes de examinandos diferentes.

A Teoria da Resposta ao Item (TRI) (LORD; NOVICK; BIRNBAUM, 1968; RASCH,
1966; RASCH, 1980), criada na década de 70, foge dos preceitos da TCT em medir a aptidao
intelectual do individuo, sendo elaborada para medir tragos latentes em geral, a0 mesmo tempo
aprimorando as medidas ja presentes na TCT. A TRI permite descobrir diversas caracteristicas
de cada item, como sua dificuldade, o quao bem o item discrimina individuos de niveis de pro-
ficiéncia proximos e, inclusive, a probabilidade de se acertar o item ao acaso. O conhecimento
desses parametros permite ao avaliador criar instrumentos de avaliacdo mais especializados,
como, por exemplo, um teste voltado somente para individuos de alta proficiéncia em determi-
nado assunto, aumentando a precisdo com a qual a proficiéncia desses individuos € medida e,
consequentemente, discriminando melhor cada um na escala que mede o traco latente.

Contudo, apesar de munidas dessas ferramentas, as avaliagdes em formato fixo, como
provas em lapis-e-papel, sofrem de um problema: por serem padronizadas, elas obrigam todos
os individuos a responderem todos os itens; ora, se um individuo de baixa proficiéncia é obri-
gado a responder itens de dificuldade muito elevada, as respostas erradas a estes itens geram

pouca informagdo relacionada a estimativa de sua proficiéncia. O mesmo acontece com indi-
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viduos de alta proficiéncia diante de uma prova com itens que exigem baixa proficiéncia: seus
acertos aos itens mais faceis revelam pouco com relacdo a suas proficiéncias. Esta situacdo se
agrava no contexto das avaliagdes em larga escala, como vestibulares ou avaliagdes da quali-
dade do ensino de determinada regido geografica, na qual uma quantidade muito heterogénea
de individuos € sujeita ao mesmo tipo de teste (VAN DER LINDEN; GLAS, 2000).

Observando isso, na década de 70 surgiu a hip6tese da utilizacdo de um teste cujos itens
se adaptem as respostas do individuo para aferir seu nivel de proficiéncia com maior precisdo e
menos itens (LORD, 1977). Neste novo modelo, batizado de teste adaptativo, novos itens sao
escolhidos a medida que o examinando responde aos itens anteriores. Desta forma, um exa-
minando que demonstre alto grau de proficiéncia pode ser apresentado a itens de dificuldade
gradualmente mais elevada, evitando assim que itens cujas respostas sejam de pouco valor, ou
até mesmo irrelevantes, interfiram no teste, alongando-o desnecessariamente e cansando o exa-
minando. Com o avanc¢o da tecnologia e a maior disponibilidade de computadores e outros
dispositivos de apresentacdo de midia, este novo paradigma de testes ganhou novos horizontes,
passando a se chamarem Teste Adaptativo Informatizado (TAI). Aliados a bancos de itens cu-
jas caracteristicas ja sdo conhecidas de acordo com algum modelo estatistico da TRI, os TAI
sdo capazes de gerar testes personalizados automaticamente através dos parametros dos itens e
estimativas em tempo real da proficiéncia dos individuos.

No entanto, em situagdes reais, os itens que compdem a base que serd utilizada para
aplicacdo do teste adaptativo ndo possuem caracteristicas 6timas (MOREIRA JUNIOR, 2012).
O banco de itens pode conter menos itens de determinadas dificuldades, impedindo que todos
os individuos sejam avaliados com a mesma precisdo, ou pode conter itens cujas respostas
nao sejam informativas, por exemplo, itens que sdo respondidos correta ou incorretamente por
individuos de diversos niveis de proficiéncia. Devido a essas limitacdes, critérios para a escolha
automética dos itens que serdo aplicados em tempo real devem ser estudados cuidadosamente.
Esses critérios devem assegurar a maior precisdo possivel na estimativa da proficiéncia dos
individuos, ao mesmo tempo em que utiliza de forma homogénea os itens disponiveis para
selecdo no banco de itens.

Diversas metodologias de aplicacdo de TAI foram criadas (CHANG; QIAN; YING,
2001; CHANG; VAN DER LINDEN, 2003; CHANG:; YING, 1996; BARRADA; MAZUELA;
OLEA, 2006; BARRADA; OLEA; PONSODA, 2007; BARRADA; OLEA; ABAD, 2008;
BARRADA et al., 2009; BARRADA; ABAD; VELDKAMP, 2009; BARRADA et al., 2010),
visando balancear duas varidveis que, teoricamente, sao inversamente proporcionais: a precisao

com a qual a proficiéncia dos examinandos € aferida, a qual depende diretamente da esco-
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lha dos melhores itens possiveis a cada instante do teste, e a utilizacio homogénea de todos
os itens disponiveis para sele¢cdo no banco de itens, garantindo que haja pouca repeti¢do nos
itens utilizados. Na literatura, no entanto, ndo foram encontrados trabalhos que realizassem o
agrupamento de itens utilizando medidas de similaridade, com o propésito de selecionar itens
semelhantes durante a aplicacdo de um TAI, garantindo a diversidade na escolha dos itens ao
mesmo tempo que itens semelhantes aos itens 6timos sejam aplicados a cada instante do teste.
Este trabalho apresenta uma andlise da aplicacdo de diferentes algoritmos de agrupamento em

diferentes bases de itens calibradas pela TRI para utilizacao durante a aplicacdo de um TAI.

1.1 JUSTIFICATIVA

A aplicacdo de técnicas de agrupamento por similaridade em bases de itens calibrados
pela TRI pode ser justificada pelo fato dos itens ndo possuirem nenhuma classificagdo a priori,
nem fazerem parte de grupos similares, quando seus parametros sdao estimados. Caso alguma
classificacdo exista (e.g, por niveis de dificuldade), ela foi fruto de demasiado trabalho por parte
dos criadores do banco de itens. Uma vez que as técnicas de agrupamento por similaridade
sdo de natureza ndo-supervisionada, nao necessitando de dados pré-agrupados ou classificados
como base de treinamento ou informagao a priori, qualquer tipo de informagao a priori relaci-
onada ao contetido ou tema da avaliagdo se mostra desnecessdria para a aplicacdo do método
proposto, dependendo apenas dos parametros dos itens, parametros estes que sao pré-requisitos
para a aplicacdo de qualquer TAI. Adicionalmente, da mesma forma que o agrupamento por
similaridade ndo foi estudado no agrupamento de itens de acordo com seus parametros sob 0s
modelos logisticos da TRI, o uso das informacdes provenientes do processo de agrupamento na
aplicacdo de um teste adaptativo também nao o foi, sendo este um objetivo secundério deste

trabalho.

1.2 OBJETIVO

Este trabalho tem por objetivo propor uma nova metodologia de selecdo de itens para

uso em Teste Adaptativo Informatizado que utiliza itens calibrados pelo modelo logistico de 3

parametros da Teoria da Resposta ao Item e unidos por diferentes algoritmos de agrupamento.
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1.2.1 Objetivos especificos

Analisar os principais métodos de aplicacdo de testes adaptativos disponiveis na litera-
tura.

Realizar o agrupamento de um banco de itens através de seus parametros, de acordo
com o modelo logistico de 3 pardmetros da Teoria da Resposta ao Item e avaliar os resultados
dos agrupamentos utilizando as medidas de avaliacdo apropriadas.

Utilizar os resultados do processo de agrupamento em um processo de validacdo por

simulagdo de Testes Adaptativos Informatizados.

1.3  METODOLOGIA

Primeiramente, foi realizada a revisdo bibliogréfica do principal tema do trabalho, os
testes adaptativos. Visto que virtualmente todas as implementacgdes de testes adaptativos depen-
diam de algum modelo disponibilizado pela TRI, foi feita uma revisdo bibliografica da mesma.
Também foram compilados os principais trabalhos da drea da Inteligéncia Artificial que propu-
nham métodos de aplicacao de testes adaptativos.

Terminada esta fase e visto que ndo foram encontradas tentativas de utilizar algoritmos
de agrupamento por similaridade em bases de itens para uso em testes adaptativos, foi realizada
uma revisdo bibliografica do tema, assim como a escolha de algoritmos que representassem as
principais abordagens de agrupamento descritas na literatura.

O préximo passo consistiu na utilizacdo de uma base sintética de itens, cujas caracte-
risticas simulam aquelas de itens reais calibrados sob o modelo logistico de 3 parametros da
Teoria da Resposta ao Item e sdo utilizadas na comparagao de diferentes técnicas de aplicagao
de testes adaptativos. A seguir, diferentes algoritmos de agrupamento foram utilizadas para
agrupar estes itens, de acordo com os 3 parametros disponibilizados pelo modelo. Os grupos
de itens foram entdo utilizados em simulacdes de testes adaptativos para avaliar a precisao do

método proposto, assim como a homogeneidade na selecdo dos itens da base.

1.4 ORGANIZACAO DO TRABALHO

A secdo 2 faz uma revisdo dos principais temas abordados no trabalho: a Teoria da
Resposta ao Item, uma cole¢do de modelos probabilisticos utilizados na modelagem do com-

portamento de respondentes a uma série de itens; os Testes Adaptativos Informatizados, tes-
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tes em cuja escolha dos itens € feita em tempo real, com o intuito de melhorar a precisdao da
estimativa das proficiéncias dos respondentes; e os algoritmos de agrupamento, técnicas nao-
supervisionadas que organizam dados em grupos baseadas em medidas de similaridade entre os
dados. A secdo 3 descreve a metodologia do trabalho: a realizacdo do agrupamento de itens,
utilizando como dados de entrada os parametros dos itens extraidos através do modelo logistico
de 3 parametros da Teoria da Resposta ao Item e a subsequente utilizacdo dos agrupamentos
na aplicacdo de uma série de Testes Adaptativos Informatizados, comparando a precisio da es-
timativa das profici€ncias dos respondentes feitas pelo método proposto com os resultados de
experimentos semelhantes disponiveis na literatura. A secdo 4 apresenta os resultados do traba-

lho e a secdo 5 discorre sobre as conclusdes dos experimentos e possiveis trabalhos futuros.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Esta secdo discorre acerca das principais técnicas utilizadas no decorrer deste trabalho:
a Teoria da Resposta ao Item, os Testes Adaptativos Informatizados e os algoritmos de agrupa-

mento.

2.1 TEORIA DA RESPOSTA AO ITEM

Criada em paralelo pelos pesquisadores da Educational Testing Systems (ETS) Lord,
Novick e Birnbaum (1968) e Rasch (RASCH, 1966; RASCH, 1980), a TRI € um conjunto
de modelos matemadticos da Psicometria criados com o intuito de mensurar caracteristicas nao
observaveis de um individuo, denominadas tracos latentes (ANDRADE; TAVARES; VALLE,
2000). Exemplos de tracos latentes os quais a TRI possibilita mensurar incluem a capacidade de
realizar somas, proficiéncia em um idioma estrangeiro, usabilidade de sistemas (TEZZA, 2009;
TEZZA; BORNIA; MOREIRA JUNIOR, 2009; TEZZA, 2012) etc.

Uma vez que caracteriza um processo de medi¢do, a TRI necessita obrigatoriamente de
um instrumento de medicao, assim como uma unidade de medida, ambos relacionados ao trago
latente que se deseja medir. Como exemplo de um instrumento capaz de medir a proficiéncia de
um individuo em realizar somas, pode-se citar uma prova de matematica, sendo cada questdo da
prova (assim como de qualquer instrumento de medida utilizado pela TRI) denominado item.

Um item pode ser definido de maneira mais formal como uma tarefa que exteriorize o
traco latente que se deseja medir. Os itens, por sua vez, podem ser ordenados entre si, formando
uma escala, a qual pode ser visualizada em primeira instancia como a régua que mede o trago
latente. Itens que exteriorizem o trago latente de forma menos acentuada sdo localizados em
um extremo desta escala, enquanto itens que representem o trago de forma mais densa sdo po-
sicionados no outro extremo. De forma andloga, em uma prova de matematica, itens menos
desafiadores constituem os primeiros trechos da escala, enquanto aqueles mais dificeis se loca-
lizam ao final da escala. Tem-se formada, portanto, a unidade de medida necessdria para medir
o trago latente.

Para que a qualidade e interpretagdo dos resultados finais sejam fidedignos, a TRI atua

sob duas suposicoes:
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a) Unidimensionalidade: As respostas aos itens sdo influenciadas majoritariamente

por apenas um trago latente, e;
b) Independéncia local: As respostas aos itens sdo independentes entre si.

Sob a perspectiva das avaliacdes educacionais, ¢ comum chamar o trago latente de “pro-
ficiéncia”, nomenclatura esta que serd utilizada pelo decorrer do texto.

No ambito matematico, a TRI permite o cédlculo da probabilidade de acerto de um res-
pondente a determinado item, dados alguns pardmetros deste item e o nivel de proficiéncia do
respondente, todos representados numericamente. Para isso, a TRI requer que os pardmetros
dos itens sejam estimados, seguindo algum de seus modelos estatisticos (ANDRADE; TAVA-
RES; VALLE, 2000; PASQUALLI, 2003). Os modelos mais difundidos sdo os logisticos, os

quais serdo apresentados a seguir.
2.1.1 Modelos logisticos

O modelo logistico de 3 parametros (ML3) (3PL, em inglés three-parameter logistic
model), proposto por Lord (1980), calcula a probabilidade de um respondente acertar um item
dados trés parametros deste item: sua discriminacdo, dificuldade e probabilidade de acerto ao

acaso. Sua formula € a seguinte:

1—c
P(X; = 1/|0) :ci+¥ (1)
onde:
a) 0 € (—oo;00): Proficiéncia do respondente;

b) P;(X; = 1|0): probabilidade de um individuo com um determinado 6 responder

corretamente ao item X;. Geralmente denotada simplesmente por P;(6);

¢) a; > 0: discrimina¢do do item ¢. Indica o quanto o item discrimina respondentes de

valores 6 altos daqueles com 6 mais baixos;

d) b; € (—o0;00): dificuldade do item :. Indica em qual ponto da escala de dificuldade

ocorre maior discriminagao;
e) ¢; € (0;1): probabilidade de acerto ao acaso do item i.

Caso c seja fixo em 0, o modelo de 3 pardmetros se reduz ao de 2 pardmetros (ML2),

indicando que o modelo desconsidera a probabilidade de acerto ao acaso. Adicionalmente, se o
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parametro a de todos os itens possuirem um valor fixo, o modelo de 2 parametros se reduz ao de
1 parametro (ML1), ou seja, ele assume que todos os itens discriminam individuos igualmente.
Por tltimo, caso os valores de a sejam fixados em 1 para todos os itens, obtém-se o modelo de
Rasch (RASCH, 1980).

Essa formula gera um grafico cartesiano, representado por uma curva sigmoidal, visivel
na Figura 1, onde a caracteriza o angulo da curva no ponto de inflexdo, b evidencia o valor do
ponto de inflexdo no eixo das ordenadas e ¢ diminui a diferenga entre todos os valores de ¢ e
seus valores b correspondentes, demonstrando a chance de acerto ao acaso.

Adicionalmente, a TRI disponibiliza uma funcao de informacao para o item, cujo valor
também € condicionado pelos parametros do modelo. Formalizada inicialmente em Lord, No-
vick e Birnbaum (1968), a fun¢do de informag¢do modela o comportamento esperado de um item
quando aplicado a individuos de diferentes niveis de proficiéncia: caso a dificuldade do item
esteja proxima do nivel de proficiéncia do examinando, a resposta (independente de ser correta
ou incorreta) resulta na aquisi¢cao de mais informacao referente a proficiéncia deste individuo
do que itens cujas dificuldades sejam muito superiores ou inferiores a proficiéncia do individuo,
casos nos quais ha maior previsibilidade na resposta.

No modelo de um pardmetro, por exemplo, a fungio de informacéo é dada por 1(0) =

P(6)Q(0) (DE AYALA, 2009), onde Q(f) = 1 — P(#), ou seja a probabilidade de acerto
ao item multiplicada pela probabilidade de errd-lo. No modelo de dois pardmetros, onde a
discriminagdo a ndo € fixa, a separacdo entre respondentes que dominam a proficiéncia medida
pelo item daqueles que ndo a dominam ¢é refletida diretamente pelo valor de a. Essa medida de
aleatoriedade nas respostas se reflete na funcio de informac¢do do modelo de dois parametros,
onde a possui caracteristica exponencial (DE AYALA, 2009): 1(0) = a*P(0)Q(6). Para o
modelo de 3 pardmetros, a fung@o de informacao é dada por (DE AYALA, 2009):

(PO =0 Q)

(1—c)?  P(b). @

1(0) =

As funcdes de informagdo tém como caracteristica comum formarem um gréafico de
distribui¢do normal, como demonstra a figura 1.

Analogamente, o total de informagio de um teste é dado por >~ | I;(#), sendo N o total
de itens no teste, o que significa que, quantos mais itens um teste possui, maior a quantidade de
informacdo que pode ser extraida sobre as proficiéncias do examinando.

Outros métodos podem ser utilizados para a selecdo dos itens, contanto que posicionem

a proficiéncia do respondente em uma escala que possibilite a escolha de itens de dificuldade
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Figura 1 — Curva caracteristica de um item (CCI) e curva de informacdo de um item e os
valores de seus parametros
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Fonte: Autor

relacionada a esta proficiéncia. Os métodos mais relevantes para este trabalho, relacionados aos

TAI, sdo apresentados na secdo 2.2.1.2.

2.1.2 Estimativa dos parametros

Para se utilizar a TRI, € preciso realizar a estimativa dos parametros dos itens. Para tal,
€ necessdrio que estes itens sejam utilizados em testes antes de serem calibrados, fase deno-
minada pré-teste. Nesta fase, um teste pode ser composto por uma mistura de itens calibrados
com itens ndo-calibrados, sendo que os parametros dos itens calibrados ajudam a estimar os
parametros dos novos itens. Alternativamente, um teste composto completamente por itens
cujos parametros sdo desconhecidos pode ser aplicado. Analogamente, é possivel que estes
testes sejam respondidos por examinandos cujos valores de # ja sejam conhecidos, facilitando
a estimativa dos pardmetros. Todos os valores desconhecidos, sejam eles parametros de itens
ou proficiéncias de examinandos, sdo descobertos através de métodos de estimativa, como por
exemplo, as estimativas por mdxima verossimilhanga e a bayesiana (ANDRADE; TAVARES;
VALLE, 2000; MOREIRA JUNIOR, 2012).

A estimativa por maxima verossimilhanca tem por objetivo encontrar os valores dos
parametros do modelo que maximizem a seguinte funcdo de verossimilhanca (ANDRADE,;

TAVARES; VALLE, 2000, cap. 3):
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L(X160,¢) = HHPZJ X5 Qi (0) 3)

i=17=1

onde:

a) X: amatriz bindria de respostas de todos os .J respondentes a todos os /V itens, onde
X;; = 1 denota que o respondente j concordou, ou respondeu corretamente ao item 7.

Caso contrario, X;; = 0;
b) O: o vetor das proficiéncias dos examinandos;

¢) ¢: os parametros do modelo escolhido. No caso do ML3, estudado neste trabalho,

estes parﬁmetros sdoa, be ¢

d) P;;(): a probabilidade do respondente j responder corretamente ao item i. No caso

da ML3, esta € a funcdo (1);
e) Qi;(0): 1 — Py;(0);

f) X,;: resposta dada pelo respondente j ao item ¢ Caso o respondente responda o item

corretamente, X,;; = 1, caso contrario, , X;; = 0.
1] 1]

Para fins computacionais, ¢ comum utilizar o logaritmo da fun¢do de méxima verossi-

milhanca:

N J
log L X|0 C Z Z {CBU log PZJ + (1 - xij) log QU(Q)} 4)

=1 7=1
Os parametros que maximizam essa funcdo sdo aqueles que igualam as derivadas da
fun¢do de verossimilhanga com relacdo a cada parametro a zero. Andrade, Tavares e Valle

(2000, cap. 3) dao as equacdes para maximizagao dos parametros da ML3:

J

alogf(c) :D(1—¢;) > (w5 — Pij(0))(0; — bi)Wy; =0 (5)
i =

moglf(c) - D(Iz(l — Ci) EJ:(ZL’Z] — RJ(Q))WW =0 (6)
4 =

dlog L(C) Wy

e ;(ng — P;;(0)) P 0 7

N
9log L(¢) :D> a;(1—¢;)(zij — Pyj(0))W;; = 0 ®

00,
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onde:
PiQ;
P;;Qi;

P;; — 1 + e—Dai(Qj—bj)—l

m.:

Q:jzl_ﬂz‘

E importante notar que as funcdes (5) a (8) ndo possuem solucio analitica, sendo que
seus resultados devem ser encontrados utilizando métodos iterativos de aproximagdo, como o
de Newton-Raphson.

Quando tanto os parametros dos itens como as proficiéncias dos respondentes sdo esti-
mados em conjunto, o método utilizado chama-se Maxima Verossimilhanga Conjunta (MVC).
No entanto, € possivel se utilizar de uma abordagem mais simples computacionalmente, deno-
minada Maxima Verossimilhan¢ca Marginal (MVM). A MVM separa o processo de estimativa
dos parametros em duas etapas: na primeira, assume-se uma distribui¢do normal para os va-
lores de 6, permitindo que os pardmetros dos itens sejam estimados de forma independente
das proficiéncias dos respondentes. Na segunda etapa, os valores de 6 dos respondentes sdao
calculados utilizando os parametros dos itens estimados na etapa anterior (ANDRADE; TAVA-
RES; VALLE, 2000; MOREIRA JUNIOR, 2012). O uso da MVM justifica-se pelo fato das
proficiéncias de uma populagdo assumir distribui¢cdes que aproximam a normal.

E importante ressaltar a incapacidade das abordagens por mdxima verossimilhanca em
estimar as proficiéncias de respondentes que acertaram ou erraram todos 0s itens, assim como
itens que foram acertados ou errados por todos os respondentes. Dado um individuo j com

vetor de respostas X;, sua proficiéncia serd estimada da seguinte forma:

—0o0 seXij:O .
gi: 7]217"'aJ (9)
oo se X;; =1

Existem abordagens Bayesianas que resolvem este problema. Nelas, sdo assumidas dis-
tribuicdes a priori para os parametros do modelo e é escolhida a combinagdo de parametros
que satisfaga uma func¢@o a posteriori pré-determinada. Andrade, Tavares e Valle (2000) argu-
mentam que, para o parametro a, uma distribui¢do aceitdvel seria a log-normal, uma vez que
ela se restringe a valores positivos; para b, utiliza-se a distribuicdo normal, pois condiz com as

situacdes praticas, nas quais hd maior quantidade de itens nas dificuldades médias do que nas



27

dificuldades extremas; ja c assume a distribuicdo Beta, pelo fato de seus valores se situarem no
intervalo [0; 1].

Descobertos os valores dos pardmetros, o préximo passo consiste em estimar os ¢ dos
examinandos. Na abordagem bayesiana, assim como nas abordagens por maxima verossimi-
lhanca, assume-se que a distribui¢do que mais se aproxima do comportamento de ¢ é a normal
(ANDRADE; TAVARES; VALLE, 2000). Ela é, entdo, assumida como a distribuicdo a priori
para esta varidvel. A posteriori de § para o respondente i é entdo definida em termos do vetor de
respostas X;, do conjunto de parametros recém-descobertos ¢ e dos parametros da distribui¢ao

a priori dos valores de 6, dada por 7, como:

P(X;]0.0)G(0]n)
P(X;|¢.n)

Essa posteriori € utilizada nos métodos Médximo a Posteriori (MAP) ou Expectativa a

(10)

Posteriori (EAP) para encontrar valores de 6 que satisfacam seus critérios. No MAP, escolhe-se

o valor de 6 que maximize a equagdo (10), dada por

P(X;]0,0)P(0]n)
P(X;|¢,n)

Orpap = argénax P(9|Xi;(:77]) = = P(Xz'!&C)P(@In)-

O denominador da operagdo pode ser omitido, uma vez que ndo depende de #, ndo
fazendo parte do processo de otimizagdo.
O EAP utiliza a expectativa dessa equacao, ou seja,

_ k1 Qe L(Qr)W(Qy)
b= EPIX. ¢~ S o w0,

onde ();._, simbolizam ¢ pontos de quadratura que aproximam as distribui¢des de 6 e W (Qy),
0s respectivos pesos para cada ponto, indicando sua representatividade na amostra (BOCK;
MISLEVY, 1982).

Esta secao discorreu acerca do ML3 da TRI, explicando os parametros do modelo e
demonstrando suas fun¢des de probabilidade e informagao, assim como o método de estimativa
dos parametros dos itens e proficiéncias dos respondentes, dada a matriz bindria de respostas
dos respondentes aos itens. Posteriormente, os parametros deste modelo serdo utilizados pelos
algoritmos de agrupamento na classificacdo de duas bases de itens. Porém, é necessario antes

discorrer sobre os Testes Adaptativos Informatizados, outro ponto-chave do trabalho.
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2.2 TESTES ADAPTATIVOS INFORMATIZADOS

De acordo com Tyler (2013), avaliacdo educacional pode ser definida como “o processo
de determinar até qual ponto os objetivos educacionais estdo sendo realizados”. Ja Nevo (2006)
defende que a avaliacdo educacional tem como objetivos “prover informagdo para auxilio na
tomada de decisdo” ou “estimar mérito ou valor”. Varias caracteristicas do ambiente educacio-
nal sdo passiveis de avaliagdo: alunos podem ser avaliados para ter seu conhecimento aferido;
professores, a fim de demonstrar sua didatica ou melhor capacitd-los para seu oficio; institui-
coes, para comprovar que aderem a determinados padrdes educacionais, e materiais didéticos
e metodologias de ensino, garantindo que estas estejam adequadas para uso em sala de aula
(NEVO, 2006).

As avaliagdes educacionais podem ter cardter diagndstico, quando, em um primeiro
contato com um respondente, t€m por objetivo aferir a situagdo atual deste com o objeto de
avaliacdo; formativo, quando € aplicada durante o periodo letivo, verificando deficiéncias de
aprendizado a tempo de corrigi-las; e somativo, quando, ao término do periodo letivo, coleta
dados relacionados ao resultado do processo de aprendizagem, tendo fins tanto informativos
como classificatérios (SCRIVEN, 1967).

Neste contexto, entende-se por objeto de avaliacdao aquilo que a avaliacdo deseja aferir.
O objeto de uma avaliagdo de matematica, por exemplo, é o conhecimento dos avaliados no
campo da matemadtica. Este grau de conhecimento, por outro lado, é chamado de proficiéncia
ou, mais formalmente, proficiéncia.

Em um contexto avaliativo, ¢ comum assumir que a proficiéncia de uma populacio de
respondentes, dado um determinado objeto de avaliacdo, segue a distribuicao normal: indivi-
duos de proficiéncias extremas, tanto altas quanto baixas, sdo raros, sendo que a proficiéncia
da maior parte da populacdo se concentra gradualmente na média (vide figura 2) . Por este
motivo, é comum que, ao criar um instrumento de avaliacao (um teste com uma série de ques-
tdes, por exemplo), este seja composto por itens cujas dificuldades também estejam distribuidas
de acordo com a normal. Essa abordagem permite que haja alguns itens de baixa/alta dificul-
dade capazes de discriminar individuos de baixa/alta profici€éncia entre si, assim como grande
quantidade de itens para discriminar os individuos de proficiéncia mediana. Todos os itens sdo,
entdo, apresentados aos respondentes, e suas respostas a estes comporao, ao final, o nivel de sua
proficiéncia no objeto de avaliagdo em questao.

Esta abordagem de realizacao de teste, aqui denominada de abordagem tradicional, pos-

sui uma desvantagem. Ela necessita que o teste contenha grande quantidade de itens para que
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Figura 2 — Histograma de quantidade de acertos para o caderno de Linguagens e Cédigos do
Enem de 2012, contendo 45 itens e uma amostra de 50 mil respondentes
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este seja capaz de discriminar adequadamente os respondentes em todo o espectro de proficién-
cia, tornando o teste extenso demais e obrigando cada individuo da populagdo a responder itens
de dificuldades muito discrepantes de suas proficiéncias.

Em resposta a esta e outras caracteristicas negativas dos testes tradicionais, surgiram
os TAI (LORD; NOVICK; BIRNBAUM, 1968; LORD, 1977; LORD, 1980; RASCH, 1966),
testes aplicados por meio eletronico, apoiados por um banco de itens calibrados através de
algum método estatistico, onde os itens a serem respondidos pelo examinando sdo escolhidos
em tempo real, de acordo com estimativas da proficiéncia feitas a cada nova resposta que o
examinando devolve ao sistema. Esta abordagem possibilita a escolha de itens mais préximos
da proficiéncia estimada do respondente e, consequentemente, a convergéncia mais rapida e
precisa para seu nivel de proficiéncia, utilizando menos itens que um teste convencional (LORD,
1977).

van der Linden e Glas (2000) citam Binet e Simon (1904) como a primeira apari¢ao
dos TAI na literatura. No teste de inteligéncia de Binet, era recomendado ao avaliador que
estimasse a idade mental dos examinandos antes da aplicacdo do teste, para que o conjunto de

itens especifico para aquela faixa de idade mental fosse aplicado ao examinando.
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Como exemplo de um teste adaptativo aplicado em larga escala, pode-se citar a Armed
Services Vocational Aptitude Battery (ASVAB), uma bateria de exames aplicada anualmente
para candidatos ao alistamento nas forcas armadas norte-americanas (POMMERICH, 2009). A
ASVAB teve sua pesquisa iniciada em 1970, com primeira aplicacdo em larga escala em 1985,

sendo utilizada até hoje.
2.2.1 Algoritmo Iterativo

De forma geral, os TAI sdo regidos por um algoritmo iterativo, apresentado na figura
1. O algoritmo € dividido em quatro partes distintas, as quais diferenciam as diversas técnicas

existentes para aplicacdo de testes adaptativos:

a) Uma estimativa inicial da proficiéncia do respondente;
b) Uma regra de selecdo de itens do banco;

¢) Uma forma de reestimar a proficiéncia do examinando apds uma resposta (correta ou

incorreta);

d) Um critério de parada.

A figura 3, gerada com o pacote catR (MAGIS; RAICHE, 2012), demonstra grafica-
mente o processo de aplicacdo de um TAI e a convergéncia de 9 para #. A linha sélida denota
a proficiéncia real do individuo, com € ~ —0,3. Durante o teste, o respondente € apresentado a
uma série de itens, representados no grafico pelos pontos. Caso a dificuldade do item seja infe-
rior a proficiéncia do respondente, ele possuird alta probabilidade de respondé-lo corretamente.
Caso contrério, ele possuird probabilidade maior de errd-lo. A cada resposta, tanto correta
quanto incorreta, f ¢ re-estimado levando em consideragdo a ultima resposta do respondente e
um novo item cuja dificuldade estd mais préxima do novo valor de 0é apresentado. O processo
termina quando o examinando responde uma quantidade fixa de itens (neste caso, 50).

Ao iniciar o teste para um individuo de # ~ —0,3, o algoritmo inicia f=-5e apresenta
o item da base que maximiza a informagdo para um individuo com tal nivel de proficiéncia.
Devido a 6 > é o examinando responde corretamente ao item apresentado; 0 é reestimado e
um novo item é apresentado. E possivel perceber que, quando o teste alcanca aproximadamente
15 itens, as estimativas posteriores de 0 deixam de oscilar, indicando que o TAI encontrou um

valor de § =~ 6. O teste poderia ser terminado com 15 itens sem prejudicar a estimativa final
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Figura 3 — Convergéncia da proficiéncia estimada para o valor da proficiéncia real de um
examinando

Ability estimate
-4 -3 -2 -1

-5

Item

Fonte: Autor

de #, ndo se estendendo até os 50 itens que foram originalmente apresentados ao individuo,

representando uma reduc@o de aproximadamente 2/3 no nimero de itens presentes no teste.

Algoritmo 1 — Os passos de um algoritmo genérico para aplicacdo de um TAI

1 Entrada: Banco de itens X

2 Saida: Habilidade estimada 4

3 O = estimativa inicial

4 enquanto critério de parada ndo alcangado faga
5 selecionar item ainda nao administrado X;

6 | aplicar X; ao examinando

7 | reestimar  de acordo com resposta dada a X;
8 fim

9

retorna 6

As proximas se¢Oes explicardo mais a fundo cada uma das partes que compdem um
TAI. No entanto, pode-se perceber o vinculo que os TAI possuem com a TRI, uma vez que esta
ultima fornece os valores necessarios para que o teste funcione, uma escala de proficiéncias 6
e de itens (simbolizada pelo pardmetro b de cada item) e a funcdo de informagao do item /(6)

para escolha do item mais informativo dado um 6.
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2.2.1.1 Estimativa inicial da proficiéncia

Idealmente, quanto mais préximo de # o valor inicial de 0, mais rapida a convergéncia
do segundo para o primeiro (CONEJO et al., 2001). As técnicas para alcancar estes resultados
diferenciam entre autores, sendo as mais comuns: posicionar 6 no centro da escala de proficién-
cias (SUKAMOLSON, 2002); encontrar seu valor através da avaliacdo do curriculo do aluno;

posicionar 0 onde I (f) do banco de itens € maior (DODD, 1990) ou inicializar § aleatoriamente.
2.2.1.2 Regras de selegdo de itens

ApO0s a estimativa inicial de 0 (e as posteriores re-estimativas), € necessario aplicar um
item ao examinando para poder re-estimar 0, preferencialmente mais préximo de #. Neste
ponto, possui-se também a preocupacdo de que a regra de selecdo escolha de forma relati-
vamente homogénea os itens presentes no banco, por dois motivos principais. O primeiro é
econdmico: uma vez que a producgdo e calibragdo de um banco de itens demanda trabalho con-
sideravel, espera-se que todos os itens sejam usados no decorrer dos testes. Ja o segundo €
ligado a seguranca. Se uma regra de selecdo de itens aplica itens semelhantes a maioria dos
examinandos, as respostas destes itens podem ser comprometidas, de modo que novos respon-
dentes podem fazer o teste sabendo as respostas dos itens mais comuns, comprometendo assim
a qualidade final da medida de proficiéncia. Este efeito possui o nome de viés de exposi¢ao e,
no ambito dos TAI, € uma das questdes centrais relacionadas a segurancga dos testes.

A regra mais comumente utilizada para selecionar itens € a de aplicar aquele que ma-
ximize (6) dado o 0 atual (LORD, 1977), consequentemente maximizando a informacao do
teste. Seu defeito mais notdvel, no entanto, é o de utilizar apenas os poucos itens que possuem
altos picos na funcdo de informacdo, ignorando aqueles que possuam fungdes de informagdo
com distribui¢des mais uniformes dentre os diferentes valores de . A estratégia de escolha de
itens por maxima informacdo &, portanto, a estratégia que estima 6 com maxima precisdo, ao
mesmo tempo em que (e justamente porque) ignora o viés de exposicao dos itens, selecionando
indiscriminadamente o item mais informativo a cada passo do teste.

E possivel prever, portanto, que técnicas que forcem a escolha de itens sub-Gtimos na
tentativa de controlar a exposi¢do dos itens prejudicam na estimativa final de 6 (DAVIS, 2004;
DAVIS; DODD, 2008). Diversas técnicas, como a proposta por este trabalho, visam balancear

essas caracteristicas inversamente proporcionais.
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Veerkamp e Berger (1997) criaram dois novos métodos de escolha de itens: funcdo
de informacao por intervalo e func¢io de informacao ponderada por verossimilhanga. No pri-
meiro método, € escolhido o item que possua a maior drea de informacdo entre dois valores
pré-determinados; no segundo, o valor da funcao de informacdo € ponderado por uma fungdo
de verossimilhanga. As duas abordagens visam refletir a incerteza da estimativa da proficiéncia
do examinando nos resultados da fun¢do de informacao, uma vez que o método de escolha da
maxima funcio de informacdo desconsidera tal incerteza. Para “driblar” os defeitos da fungdo
de médxima verossimilhanga (a qual ndo pode ser usada em caso de padrdes de resposta com-
pletamente certos ou errados), foi usado o EAP ao re-estimar as profici€éncias dos examinandos.
Os métodos foram validados em simulacdes, nas quais o método da funcdo de informacdo por
intervalo teve resultados inferiores a maxima func¢ao de informagdo e o método da funcdo de
informacdo ponderada por verossimilhanga teve desempenho satisfatdrio.

Georgiadou, Triantafillou e Economides (2007) categorizam as regras em cinco tipos:
regras aleatorias, de selecdo condicional, estratificacio, regras combinadas e testes adaptativos
de multiplos estdgios. Para os fins deste trabalho, apenas as trés primeiras categorias serao

descritas, uma vez que as duas dltimas sdo combinag¢des das anteriores:

a) Métodos aleatdrios: consistem na aplicacdo de itens de forma aleatdria ao inicio do
teste, aleatoriedade essa que diminui gradativamente conforme o teste progride e lim; ., =
6, sendo i o nimero de itens aplicados e NV o total de itens no teste. Um exemplo destes é a
estratégia 5-4-3-2-1 (MCBRIDE; MARTIN, 1983), a qual escolhe aleatoriamente um dos
cinco itens mais informativos do banco para ser aplicado primeiro; o segundo item € es-
colhido dentre os quatro mais informativos e assim por diante. Revuelta e Ponsoda (1998)
propuseram a estratégia progressiva, a qual adiciona um peso as fungdes de informagdo
dos itens ao inicio do teste, dando menos valor a informacdo dos itens ao inicio do teste e
aumentando o peso gradativamente, até que o valor original da fun¢do de informacao seja

utilizado na escolha dos itens.

b) Selecdao condicional: nesta categoria, pode-se afirmar que a maioria das regras de
selecdo de itens sejam derivadas do método de Sympson-Hetter (SYMPSON; HETTER,
1985). O objetivo deste método estd em manter a taxa de exposi¢ao dos itens abaixo de

max

um limiar pré-determinado ™. Para isso, os autores definem a probabilidade de um
item ¢ ser aplicado a um respondente como P(A;) = P(A;|S;)P(S;), onde P(4;) é a
probabilidade do item ser aplicado, P(A;|S;) é a probabilidade do item ser aplicado tal

que ele foi selecionado para aplicagio e P(S;) é a probabilidade do item ser selecionado.
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Uma vez que P(S;) depende da regra de seleg@o de itens, uma série de simulagdes pode

ser realizada para descobrir o valor de P(A4;|S;) tal que P(A;) < r™a®,

c) Regras de estratificagdo: consistem na estratificacdo do banco de itens em camadas,
de acordo com alguma regra ou conjunto de regras especificas, a fim de utilizar todos os
itens de forma mais homogénea. Um exemplo € a regra de estratificacdo pelo parametro
a (CHANG; YING, 1996), que consiste em ordenar o banco de itens em ordem crescente
pelo parametro de discriminacdo, estratificando-o em K camadas, sendo & o nimero de
itens a serem aplicados no teste. O primeiro item € escolhido da camada 1; o segundo, da
camada 2, até o ultimo, que € escolhido da camada k. Esta regra parte do principio de que,
ao inicio do teste, a estimativa 6 é muito diferente de 6, ndo justificando o uso de itens
que possuam alto valor informativo para . A regra, entdo, dd preferéncia a funcdes que
possuam distribui¢des mais uniformes de informacgao ao inicio do teste, escolhendo itens
com maiores picos conforme o teste progride e 9 converge para 6. Posteriormente, apés
descoberta uma correlacdo entre as varidveis de discriminac¢do e dificuldade, foi proposta a
estratificacdo pelos parametros a € b (CHANG; QIAN; YING, 2001), garantindo que todas

as camadas com valores de a crescentes possuam itens em todos os niveis de dificuldade.

O objetivo deste trabalho foca nesta etapa de aplicacdo dos TAI: a apresentacdo de um
método de selecdo de itens baseada no agrupamento dos itens pela similaridade entre seus

parametros.
2.2.1.3 Re-estimativa da proficiéncia

Re-estimar a proficiéncia de um examinando consiste em encontrar um novo valor para
a proficiéncia estimada (0) deste examinando que se aproxime do valor de sua proficiéncia real
(#), dadas suas respostas até o momento. Este processo pode ser dividido em dois momentos:
re-estimar enquanto o padrdo de respostas do examinando ndo muda (apenas acertos ou apenas
erros) e re-estimar quando este padrao se modifica.

Virios métodos ja foram testados para re-estimar 0 enquanto o padrao de respostas do
examinando ndo muda. No método de Dodd (1990, Cf. BARRADA; OLEA; PONSODA; BAR-
RADA; OLEA; ABAD; BARRADA et al.; BARRADA et al., 2007, 2008, 2009, 2009), o valor
de 0 ¢ atualizado de acordo com a seguinte formula (11), onde b,,,,, significa o valor madximo

de b no banco de itens e x; o acerto ao item x aplicado no instante ¢.
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E possivel, adicionalmente, utilizar os métodos descritos na secdo 2.1.2 para realizar
essa re-estimativa, sendo que aqueles que se utilizam da médxima verossimilhanga sé podem
ser utilizados ap6s mudanca no padrio de respostas do examinando, enquanto os Bayesianos

funcionam em todos 0s casos.
2.2.1.4 Critérios de parada

Ap6s a aplicacdo de cada item, o algoritmo do TAI utiliza um critério de parada para
verificar se o teste deve ser encerrado, ao invés de aplicar um novo item. O critério de parada
mais comumente usado € o de restringir o teste a um nimero maximo de itens (BARRADA;
MAZUELA; OLEA, 2006; BARRADA; OLEA; ABAD, 2008). Uma proporcao de 1:12 entre o
tamanho do teste e do banco de itens € defendido por alguns autores (CHANG; VAN DER LIN-
DEN, 2003; CHAJEWSKI; LEWIS, 2009). Dodd (1990) argumenta que um critério de parada
aceitdvel para um TAI seria 0 momento em que o banco de itens se esgotasse de itens com um
valor de informagdo relevante, ou seja, no instante em que nenhum item ¢ disponivel no banco
possua I;(0) > I,,in, sendo I,,;, um limiar pré-definido.

Outro critério comumente utilizado consiste em terminar o teste assim que o erro padrao
da proficiéncia do examinando diminuir além de um certo limiar pré-determinado, garantindo
também que a pontuagdo dos examinandos seja equiprecisa. De acordo com Moreira Junior
(2012, p. 131), “essa precisdo normalmente estd relacionada com a informagdo do teste, no

caso da estimacao por MV, ou com a variancia da posteriori, no caso da estimacao Bayesiana”.
2.2.2 Medidas de desempenho

Para se aferir o desempenho do algoritmo de um TAI, algumas medidas de desempenho
podem ser utilizadas. A raiz dos erros quadriticos médios permite medir o quanto o algoritmo

do TAI consegue aproximar 0 de 6,

N A
RMSE:\/W, (12)
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onde NN representa o nimero de examinandos (BARRADA et al., 2009; BARRADA; ABAD;
VELDKAMP, 2009; BARRADA et al., 2009). A medida ¢ comumente utilizada por diver-
sos autores (CHAJEWSKI; LEWIS, 2009; DAVIS; DODD, 2008; BARRADA et al., 2010;
BARRADA; ABAD; OLEA, 2014) para comparar a precisao das diferentes metodologias de
aplicacao de TAI
Ja a taxa de exposi¢do de um item, comumente denotada por r;, indica a quantidade
de testes nos quais o item ¢ figurou, dividida pela quantidade de testes aplicados no total. E o
alvo principal dos métodos de selecao condicional supracitados, os quais tentam manter r; <
™ sendo r™* um limiar superior pré-determinado (SYMPSON; HETTER, 1985; VAN
DER LINDEN, 2003).
Por tltimo, a taxa de sobreposicado de itens indica a proporc¢ao de itens que dois ou mais

examinandos compartilham entre si em um teste e € dada por

Q

N
N?

=9

S22+ (13)
onde N indica a quantidade de itens no banco de itens, () indica o nimero de itens no teste e Sf,
a variancia das taxas de exposicdo de todos os itens (BARRADA et al., 2010). E possivel notar
que, sendo % um valor constante, 7" alcanga seu menor valor quando Sf tende a 0. Para isso, é
necessdario que todos os itens do banco sejam utilizados de maneira uniforme, homogeneizando
os valores de suas taxas de exposi¢do e minimizando a variancia deste parametro.

Ambas as equagdes (12) e (13) serdo utilizadas neste trabalho para o avaliar o desempe-

nho do método proposto para aplicagao de um TAL
2.3  AGRUPAMENTO POR SIMILARIDADE

Denomina-se agrupamento o conjunto de técnicas e algoritmos utilizados no agrupa-
mento de elementos de forma nao-supervisionada. Como resultado, obtém-se grupos de ele-
mentos, de forma que elementos situados em um grupo sejam semelhantes entre si e diferentes
de elementos de grupos distintos. Apesar desta defini¢do, muitos algoritmos de agrupamento
ndo sdo deterministicos, ou seja, diferentes aplicacdes de um mesmo algoritmo na base de dados
podem resultar em grupos diferentes. Da mesma forma, diferentes algoritmos de agrupamento
aplicados na mesma base de dados também podem resultar em grupos diferentes, resultando em

controvérsia quanto a defini¢ao do termo grupo (IZENMAN, 2008).
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Os primeiros relatos referentes ao agrupamento de elementos por suas semelhancas ti-
veram origem na antropologia e psicologia, sendo suas primeiras utilizacdes em testes psico-
l6gicos (ZUBIN, 1938; CATTELL, 1943). Atualmente, as técnicas de agrupamento sdo es-
tudadas dentro da grande drea de data mining (WITTEN; FRANK; HALL, 2011; MIRKIN,
2012), porém, devido a generalidade de seus algoritmos, o agrupamento € utilizado em diversas
areas do conhecimento humano, como na segmentacao de imagens (SHI; MALIK, 2000; JAIN,
2010), agrupamento de cidades, imagens de faces, micro-arranjos de DNA (FREY; DUECK,
2007), materiais bibliograficos (JAIN; MURTY; FLYNN, 1999), perfis de usudrios no projeto
de softwares (MASIERO, 2013), criacdo de personas para projetos de interface de software
(AQUINO JUNIOR, 2008).

Jain, Murty e Flynn (1999) defendem que o processo de agrupamento € dividido nas

seguintes fases:
a) Representacdo de dados, que engloba selecdo e extracdo de caracteristicas
b) Definicdo de medida de similaridade
¢) Agrupamento
d) Abstracdo e interpretacdo dos dados

No processo de representacdo de dados, as melhores caracteristicas dentre aquelas dis-
poniveis sdo escolhidas para compor a base de dados sobre a qual o agrupamento serd executado
(selecdo de caracteristicas). Opcionalmente, novas caracteristicas podem ser extraidas da base
de dados original através da execug¢do de transformacdes nestes dados, a fim de se conseguir no-
vas informacdes que otimizem o processo de agrupamento (extragdo de caracteristicas) (JAIN;
MURTY; FLYNN, 1999; MIRKIN, 2012).

Para que elementos possam ser comparados entre si, € necessario definir uma medida de
similaridade. A medida de similaridade pode ser uma medida de distancia entre os elementos,
como também pode ser uma func¢ao especifica do dominio da aplicacdo, a qual utiliza as caracte-
risticas selecionadas/extraidas no passo anterior para representar numericamente a similaridade
entre dois elementos da base de dados (JAIN; MURTY; FLYNN, 1999; MIRKIN, 2012).

Medidas de distancia comumente usadas como medidas de dissimilaridade sdo a distan-
cia de Minkowski (LEIGH, 2007), apresentada na equacgdo (14), e suas derivadas. Dado um
parametro p, a distancia de Minkowski entre dois elementos x € y com n caracteristicas cada é

dada por

dp(z,y) = <Z | — ynl”) : (14)
i=1
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Quando p = 1 a distancia de Minkowski se comporta como a distancia de Manhattan

(LEIGH, 2007):

di(w,y) = 3 [wn = yal (15)
i=1
Para p = 2 ela equivale a distancia Euclideana:

n

dy(z,y) = | D (Tn — Yn)? (16)

=1

Quando lim,,_, ., ela corresponde a distancia de Chebyshev.

phﬁrgo dy(z,y) = max lz; — il (17)

Para p > 1, as distancias sao métricas IZENMAN, 2008), ou seja,

, positividade;
, identidade;
y, r), simetria;
z,y) + d(y, z), desigualdade dos tridngulos.

Uma outra distancia que deve ser mencionada € a distancia de Mahalanobis (MAHA-
LANOBIS, 1936), a qual leva em considera¢do a covariancia entre os dados no cdlculo da
similaridade. Sejam x e y dois vetores de caracteristicas e S a matriz de covariancia entre x

y. A distancia de Mahalanobis entre x e y é dada por

dy(z,y) = \/(x—y)TS*l(x—y). (18)

A fase de agrupamento em si consiste na utilizagdo de um algoritmo de agrupamento,
o qual utilizard a medida de similaridade em questdo para organizar os elementos em grupos,
de forma que elementos pertencentes a0 mesmo grupo sejam mais similares entre si do que
elementos que estejam grupos distintos.

Por fim, os grupos de dados podem ser entdo usados para se compreender melhor o
fendmeno em questdao. Elementos no mesmo grupo podem, por exemplo, ter suas caracteristicas
generalizadas por apenas um elemento do grupo, denominado representante (JAIN; MURTY;
FLYNN, 1999; FREY; DUECK, 2007; MIRKIN, 2012), para que as similaridades entre si
possam ser melhor compreendidas. No presente trabalho, sdo priorizados os algoritmos de

agrupamento que possuem como parametro de entrada o nimero de grupos, representados por
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k. Tais algoritmos sdo apresentados nas se¢des seguintes: algoritmos de particionamento por
aproximacao de centroides e algoritmos hierdrquicos. Também sdo apresentados algoritmos de
agrupamento por densidade e baseados em grafos, inclusos na pesquisa preliminar porém ndo

utilizados nos experimentos.

2.3.1 Agrupamento de particionamento por aproximacao de centroides

Criado em 1967 por James MacQueen (MACQUEEN, 1967), o k-means é um dos algo-
ritmos de agrupamento mais conhecidos. O k-means foi criado com o propédsito de encontrar
solugdes para o problema da soma dos erros quadraticos: dado um nimero de grupos k& € um
conjunto de dados multivariados X no espaco R", onde cada x é representado pela tupla de
valores {z1, xo,...,2,}, agrupar X em k grupos de forma a minimizar a soma dos erros qua-
dréticos de cada grupo. A contribuicao de um dado x; para o erro de seu grupo j € representada
pela distancia de x; com relagdao a média i do grupo j ao qual z; foi vinculado.

Usando a terminologia supracitada, a soma dos erros quadrdticos de um agrupamento

pode ser representada por

K n
W=>"> a;lz; — il (19)
j=1i=1
1 sex; €
onde a;; = . y G = Paei(@i/ng) eng = 34 5 aij
SCX; & ]

O k-means é um caso especifico do algoritmo de Lloyd, cujo objetivo € realizar o parti-
cionamento do espaco Euclideano, gerando o diagrama de Voronoi de tal espaco, composto de
particoes representadas por formas geométricas convexas. No k-means, os elementos a serem
agrupados sdo tratados como uma discretiza¢do do espaco geométrico sobre o qual o algoritmo
de Lloyd ¢ aplicado. Como consequéncia dessa semelhanca, os grupos gerados pelo k-means
tém formatos elipsoidais (ou hiper-elipsoidais, em casos de muitas dimensodes) (LLOYD, 1982).

De acordo com Jain (2010), a minimiza¢ao da soma dos erros quadraticos sobre todos
os grupos € um problema NP-dificil. O objetivo do k-means € minimizar o resultado da func¢ao-
objetivo (19) em um processo iterativo de escolha dos valores de a;; e reestimativa de 15, dado
o numero desejado de grupos k. O algoritmo € inicializado posicionando aleatoriamente os
centroides i1 desses grupos no espaco de dados, iniciando um processo iterativo que consiste

nos seguintes passos:

a) associar cada dado x ao grupo j cujo centroide ji; esteja mais proximo de x;
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b) atualizar 1, ; de acordo com os novos dados associados a cada .

O processo termina quando nenhum elemento for designado a um centroide diferente

em uma dada iteragao.
Algoritmo 2 — K-means

1 Entrada: Matriz de dados X, niimero de grupos k

2 Inicializar p; j nas coordenadas de um dado x aleatério
3 enquanto a;; e 1; hdo estabilizarem faca

4 | paracadaz; € X faca

s aij:{ 1 sej=argmin,|z; — 1] }

0 sendo
6 | fim
7 | paraj =1,2...kfaca
8 || 1y =Yaei(wi/ny)
9 fim
10 fim

Sob esta definigdo, o k-means possui uma complexidade assintética de O(i - k - n - d),
onde ¢ indica o nimero de iteracdes até a convergéncia; k, o nimero de grupos; n, o nimero de
elementos; e d o numero de dimensoes, ou caracteristicas dos dados.

Duas caracteristicas do k-means devem ser ressaltadas. A primeira tem relacdo a sua
inicializac¢do: dependendo dos valores iniciais escolhidos para ji;._, 0 algoritmo pode convergir
para minimos locais. A segunda caracteristica importante € a capacidade do k-means de gerar
apenas grupos elipsoidais, um viés causado pelo uso da distancia dos elementos aos centroides

para designar o elemento ao grupo (JAIN, 2010).

2.3.2 Agrupamento hierarquico

No agrupamento hierdrquico, os elementos sdo organizados em uma estrutura hierdr-
quica, denominada dendrograma, utilizando-se a medida de similaridade entre os dados (JAIN;
MURTY; FLYNN, 1999; MIRKIN, 2012). O agrupamento hierdrquico pode ser abordado de
forma aglomerativa ou divisiva. No agrupamento aglomerativo, todos os elementos fazem par-
tes de grupos com apenas um item. No préximo passo, grupos que possuem a menor distancia
entre si sdo unidos. Este novo grupo pode ser entdo utilizado para futuras aglomeragdes, ge-
rando a estrutura bindria supracitada. No agrupamento divisivo ocorre o processo inverso: todos
os elementos fazem parte de um grande grupo, o qual é dividido de forma a minimizar a simi-

laridade entre os dois novos grupos gerados.
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Em ambos os casos, com o dendrograma formado, a geracdo de grupos é realizada
através de um corte horizontal na arvore: dependendo da altura em que o corte € feito, mais ou
menos grupos sdo gerados ao final, dependendo da situacao.

A principal diferenca entre os diferentes algoritmos hierdrquicos estd na medida de si-
milaridade utilizada por cada um.

Nos exemplos a seguir, sejam g; e g; dois grupos, g; # g;. Sejam também gy, e g; dois
grupos, onde g; = gr U g;.

No agrupamento por ligacdo simples (JAIN; MURTY; FLYNN, 1999), a distancia entre
gi € g; € a distancia entre os dois elementos mais préximos de cada grupo,

d(gi,g;) = min  d(x;, x;).

Ti€Gi;T;€95
No agrupamento por ligacdo completa (JAIN; MURTY; FLYNN, 1999), utiliza-se a
distancia entre os dois elementos mais distantes de g; € g;:

d(gi,9;) = max  d(z;,x;).

Ti€9i;T5 €75

No agrupamento por ligacdo média (Unweighted Pair-Group Method using Arithmetic
Averages, UPGMA) (MOUCHET; GUILHAUMON; MASON, 2008), é calculada a média entre
as distancias de todos os elementos de ambos os grupos:

inegi ijEgj d(l'“x])

i j

No agrupamento por ligagdo média ponderada (Weighted Pair-Group Method using
Arithmetic Averages, WPGMA) (MOUCHET; GUILHAUMON; MASON, 2008), ¢ calculada

a média ponderada entre as distancias de todos os elementos de ambos os grupos:

d(g;,9x) +d(g; € g
d(gi,g;) = (9;:9¢) 2(] ),

Na ligagdo pelo centroide (Unweighted Pair-Group Method using Centroids, UPGMC)
(MOUCHET; GUILHAUMON; MASON, 2008), é utilizada a distancia entre os centroides de

ambos os grupos,
d(9i,95) = llg; — b, l;
onde 11; ¢ a média aritmética dos dados do grupo g;.

Na ligacdo pela mediana (Weighted Pair-Group Method using Centroids, WPGMC)
(MOUCHET; GUILHAUMON; MASON, 2008), também ¢ utilizada a distdncia entre os cen-
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troides de ambos os grupos, porém p; € definido recursivamente como a média ponderada entre
os centroides dos grupos g, € g; que compdem o grupo g;,

_ (9 +9s)
gl - 2

Outra medida utilizada no agrupamento hierdrquico é a funcdo de Ward (MIRKIN,

2012), a qual visa minimizar a variancia entre os dois grupos sendo unidos,

d(gi,9;) = W(C(g: U g5)) = W(C(g:.95)),

onde W (C'(g;,9;)) representa a soma das variancias intra-grupos de um agrupamento C no qual
0s grupos g; € g; nao foram unidos e W (C'(g; U g;)), a soma das varidncias intra-grupos de um
agrupamento C ap0s a aglomerag@o dos grupos g; € g;.

O algoritmo 3 descreve o funcionamento do método aglomerativo de agrupamento, o
qual recebe como entrada a matriz de dados X com N elementos e dimensdo d. Durante a
inicializacdo do método, N grupos sdo criados, sendo que cada grupo contém um elemento de
X. O vetor G recebe, em sua primeira iteracdo, os /N grupos unitarios.

Em cada iteracdo ¢ do algoritmo, as distancias entre os grupos gerados até a iteracao
anterior sdo calculadas. Este processo leva tempo O(n?d). A seguir, o algoritmo seleciona os
dois grupos m e n que possuam distancia minima entre si, aglomera-os em um Unico grupo,
excluindo m e n da lista de grupos na iteragdo ¢ e adicionando o grupo recém formado m U n.
O processo se repete por N iteracdes até que todos os dados sejam aglomerados em um tnico
grupo. Considerando-se que as distancias entre os grupos devem ser calculadas nas n iteracoes,

o processo completo do algoritmo possui complexidade O(n?).

Algoritmo 3 — Agrupamento hierdrquico aglomerativo

1 Entrada: Matriz de dados X com N elementos
2 G0 =X

3 parai = 1até N — 1 faca

4 | paracadam € G[i — 1] faca

5 para cadan € G[i — 1] faca
6 | Dlm,n] = d(m,n)

7 fim

8 | fim

9

(m,n) = argmin,,, , D[m,n]

10 | G[i|=G[i—1] —{m,n}+ (mUn)
11 fim

12 retorna G
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Tabela 1 — Valores dos parametros da féormula recursiva de Lance-Williams

Critério de agrupamento A, B v
— I L

L¥ga9ao simples ? 0 _15

Li gagﬁo completa ) 0 2

Média g 0 0

] nm+nn
Média ponderada 5 0 0
. Nim —NMmNn
Centroide Tt (Mm+nn)? 0
Mediana % - i 0
Nm~+n -n
Ward nm+nn~gng ?’Lm+n7f+ng 0

Fonte: Autor “adaptada de” Everitt (2011)

Todas as medidas de distancia supracitadas podem ser implementadas no algoritmo aglo-
merativo através da férmula recursiva de Lance-Williams (EVERITT, 2011). Dados dois gru-
pos m e n que foram aglomerados na iteragao 7, as distancias entre qualquer grupo g (g # m e

g # n) podem ser atualizadas com relagcdo ao novo grupo m U n utilizando a seguinte férmula,
D[g,m Un] = a,,D]g,m] + o, D|g,n] + fD[m,n] + v|D[g,m| — D[g,n]|,

onde os valores dos pardmetros «, 3 € v sdo dados na tabela 1. Nela, n,,, n,, € n, indicam o

numero de elementos nos grupos m, n € g, respectivamente.

2.3.3 Agrupamento baseado em densidades

O agrupamento baseado em densidades teve origem da defini¢do de que grupos sdo
espacos de dados de alta densidade separados por espagos de baixa densidade. Desta forma,
algoritmos foram criados para realizar o agrupamento dos dados nestas zonas de alta densidade.
Como exemplo desta classe de algoritmos pode-se citar o Density-Based Spatial Clustering of
Applications with Noise (DBSCAN) (ESTER et al., 1996). No DBSCAN, caso um elemento
possua MinPts vizinhos a uma distancia € dele mesmo, ele € considerado um elemento de
nucleo, localizado em um espaco de alta densidade e um grupo é formado incluindo ele e seus
vizinhos. Caso estes elementos vizinhos também forem considerados elementos de nicleo,
0 processo se repete e o grupo aumenta de tamanho. Esta abordagem de geracdo de grupos
permite ao DBSCAN gerar grupos de formatos arbitrarios, ao contrario dos grupos elipsoidais

formados por algoritmos como o k-means.
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2.3.4 Agrupamento espectral

Shi e Malik (2000) apresentam o conceito de corte normalizado aplicado ao agrupa-
mento de regides de imagens. Para ser realizado, € necessdrio que os elementos sejam represen-
tados como um grafo totalmente conexo, no qual as arestas indicam os graus de similaridade
entre os elementos. O corte minimo é aquele que remove as arestas do grafo de forma que a
soma dos valores das arestas removidas seja o menor possivel, indicando que a massa de dados
foi separada em dois grupos na area onde a similaridade que unia os elementos é a minima
possivel. Devido ao viés que o corte minimo possui em formar grupos pequenos, foi criado
o corte normalizado, que consiste no valor do corte minimo dividido pela soma de todas as
similaridades do grafo.

Devido a escolha da posicao 6tima do corte normalizado ser um problema NP-dificil,
(SHI; MALIK, 2000), diversos autores utilizam uma técnica, denominada agrupamento espec-
tral, que realiza uma diminui¢do no nimero de dimensdes da matriz de similaridades, seguida
pelo agrupamento da matriz resultante utilizando um algoritmo mais trivial, como k-means

(MEILA; SHI, 2001; NG; JORDAN; WEISS, 2001; VON LUXBURG, 2007).

2.3.5 Validacao de grupos

Por padrdo, a maioria das técnicas de agrupamento se comportam de maneira ndo-
supervisionada, o que significa que os algoritmos nao recebem nenhuma informacao a priori
relacionada aos dados que devem classificar. No caso do agrupamento por similaridade, isso
se reflete no fato de os dados ndo possuirem qualquer classificagdo prévia (HALKIDI; BA-
TISTAKIS; VAZIRGIANNIS, 2002). Por esse motivo, € necessario avaliar os resultados dos
algoritmos através do uso de medidas de avaliacdo, que utilizam caracteristicas como com-
pactacdo dos grupos e distancia entre grupos para representar numericamente a qualidade do
processo de agrupamento.

Diversos autores defendem a existéncia de trés paradigmas para se avaliar os resulta-
dos de um processo de agrupamento (HALKIDI; BATISTAKIS; VAZIRGIANNIS, 2002; KO-
VACS; LEGANY; BABOS, 2005): avaliagdo através do uso de critérios externos, internos ou
relativos. Na avaliacd@o por critérios externos, ou avaliacdo externa, sdo utilizadas na validag¢ao
dos grupos caracteristicas que ndo foram utilizadas na criacdo dos mesmos, como as classifi-
cacoes originais dos elementos (MIRKIN, 2012). Essas caracteristicas dependem de fatores

como a base de dados sendo avaliada e o conhecimento do dominio. Na avaliagc@o por critérios
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internos, as caracteristicas utilizadas para se avaliar o processo de agrupamento sdo extraidas
diretamente da base de dados e dos resultados do agrupamento, como por exemplo, a matriz
de similaridades. Por tltimo, a avaliacdo por critérios relativos utiliza os resultados de diver-
sos processos de agrupamento realizados com parametros de entrada diferentes, na tentativa de

eleger aquele que possui os melhores resultados.

24 TRABALHOS RELACIONADOS

Nesta secdo sdo apresentadas os trabalhos relacionados com este. Primeiramente, sdo
apresentados trabalhos que utilizam abordagens semelhantes na aplicacdo de Testes Adaptativos
Informatizados. Em seguida, € disponibilizada uma revisao de trabalhos que utilizam técnicas
de inteligéncia artificial na constru¢do de TAI. A secdo foi dividida entre as principais técnicas
encontradas na literatura que trouxeram contribui¢des significativas para o tema.

Phuvipadawat et al. (2008) criaram um modelo de TAI separando os itens do teste em
5 niveis. O examinando tem sucesso no teste se conseguir responder itens até chegar ao nivel
pré-determinado, o qual corresponde ao seu escore. Durante o teste, cada nivel é representado
pela mesma quantidade n de itens. Para subir um nivel, o examinando deve responder uma
quantidade predeterminada dos n itens do nivel anterior (por exemplo, 3 itens paran = 4). O
teste termina quando, apds ter avangado pelo menos um nivel, o respondente falha em passar
para o nivel seguinte ou, de forma inversa, quando o respondente, apds falhar em um ou mais
niveis, finalmente acerta uma quantidade satisfatéria dos n itens em determinado nivel. O
ultimo nivel em que o usudrio teve sucesso identifica sua proficiéncia.

O algoritmo de similaridade de itens utiliza uma matriz A que combina item/palavra-
chave, onde A;; = 1 indica que o item ¢ € associado a palavra-chave j (caso contrdrio, A;; = 0).
A similaridade do cosseno! entre os vetores de dois itens na matriz A indica a similaridade entre
eles. Isso impede que examinandos tenham de responder vérios itens de temas semelhantes e
também diminui o viés de exposi¢do. Eles alegaram ter uma precisao de estimativa de profi-
ciéncia dos examinandos de 93%. E importante notar que os testes foram simulados usando
o modelo de 3 parametros da TRI, utilizando proficiéncias aleatérias e a funcdo de probabili-
dade de acerto da TRI (PHUVIPADAWAT et al., 2008), pontos que este trabalho também visa

utilizar.

'A similaridade do cosseno ¢ uma medida de distancia entre dois vetores dada por cos(x,y) = m, onde

x-y é o produto escalar ZnN:1 ZnYn € ||| é o tamanho do vetor x, ||| = v/« -  (TAN; STEINBACH; KUMAR,
2005). A medida varia entre [—1; 1],
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Utilizando um banco de itens cujas proficiéncias e hierarquia entre elas foram indica-
das por especialistas na area, Robles Pedrozo e Rodriguez-Artacho (2013) utilizaram o pacote
Latent Trait Models, da linguagem R, para estimar os parametros de alunos e itens em di-
versos modelos diferentes da TRI, selecionando o mais adequado através da ANOVA. Duas
matrizes foram entdo utilizadas: a primeira identifica quais profici€ncias sao inter-relacionadas,
formando uma hierarquia entre elas. Na segunda, um valor de 0 a 5 € associado para cada par
Item/Habilidade, sendo que O indica que o item ndo afere aquela proficiéncia e 5, que ele afere
de maneira muito acentuada.

Assumindo-se um limiar que denota se o respondente dominou uma proficiéncia (ex.:
0,6), € possivel calcular, através das duas matrizes e das respostas dos respondentes, quais
proficiéncias este dominou. Estas informacgdes sao entao utilizadas para realizar o agrupamento
dos alunos de acordo com a soma dos pesos das proficiéncias que o respondente nao dominou
(ROBLES PEDROZO; RODRIGUEZ-ARTACHO, 2013).

Em Chang e Yang (2009) e Chang et al. (2009), os autores calcularam o valor da profici-
éncia de alunos em um teste online de acordo com os modelos logisticos de 1, 2 e 3 parametros
da TRI, posteriormente realizando o agrupamento dos alunos de acordo com o valor de suas
proficiéncias utilizando o algoritmo k-means. Eles observaram que os centroides dos grupos
gerados pelo modelo de 1 pardmetro sdo mais préximos que nos modelos de 2 e 3 pardmetros,
indicando que os dois posteriores oferecem resultados de melhor qualidade durante o processo
de agrupamento.

Nos trabalhos supracitados, foram realizados o agrupamento de itens com informagdes
disponiveis a priori (PHUVIPADAWAT et al., 2008) e o agrupamento de individuos de acordo
com os valores de suas proficiéncias (CHANG et al., 2009; CHANG; YANG, 2009; ROBLES
PEDROZO; RODRIGUEZ-ARTACHO, 2013). Apesar de o presente trabalho propor o agrupa-
mento de itens e ndo de individuos, os trabalhos de Chang e Yang e Chang et al. demonstram
melhores resultados dos modelos logisticos da TRI que apresentam maiores nimeros de para-
metros, caracteristica incorporada neste trabalho.

Existem trabalhos que ndo utilizam a Igoritmos de agrupamento para agregar itens, po-
rém segregam os itens em camadas em um processo denominado “estratificacdo” do banco de
itens. Chang e Ying (1996) apresenta o processo de estratificacdo-a. Neste procedimento, os
itens da base sdo ordenados em ordem crescente por seu parametro a e, apds isso, o banco de
itens € dividido em k& camadas, sendo que o valor de k coincide com o niimero de itens do teste.
O primeiro item no teste € entdo selecionado da camada 1, a camada onde se encontram os itens

de menor discrimina¢do; o segundo item a ser aplicado no teste € selecionado da camada 2 e
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Figura 4 — Estratificagdao-a (CHANG; YING, 1996) e MIS (BARRADA; MAZUELA; OLEA,

2006).
a Imaa: (‘9)

>

123 k123 k

(a) Estratificacio-« (b) MIS

Fonte: Autor

0 processo se repete, até que o item k € selecionado da camada k. Esta estratégia garante que
itens de baixo valor de informagao sejam utilizados nos testes adaptativos, concentrando-os no
inicio do teste, onde a incerteza com relacdo a estimativa de 6 é maior e itens de alto valor de
informacao podem ndo ser tao uteis.

Em Chang, Qian e Ying (2001), é descrita a técnica de estratificacdo-a com bloqueio
do parametro b. Nela, o banco de itens € ordenado de maneira crescente pelo parametro b e
estratificada em k camadas. Cada camada € entdo ordenada de forma crescente de acordo com
o parametro a. Um novo conjunto de camadas é entdo formado, onde os itens da primeira
camada do novo conjunto é formado pelos primeiros itens de todas as k£ camadas originais. O
processo se repete, de forma que cada camada formada possua itens de discriminagdo média
crescente, porém com uma distribuicdo aproximadamente uniforme de dificuldades.

Apesar de realizar o particionamento do banco de itens, os métodos de Chang e Ying
e Chang, Qian e Ying diferem do presente trabalho pela abordagem utilizada na realizagcdo do
particionamento. Enquanto os trabalhos citados particionam o banco de itens se utilizando do
conhecimento do dominio, i.e. 0o conhecimento do impacto da discriminacdo dos itens nas es-
timativas de 0 em diferentes pontos do teste, o método proposto se utiliza de algoritmos de
agrupamento genéricos que nao se utilizam de conhecimento do dominio na fase de agrupa-
mento dos itens.

Barrada, Mazuela e Olea (2006) apresentam um novo método de estratificagcdo, similar
aos dois métodos supracitados, que leva o parametro ¢ em consideracdo na separacgao da base.
Na abordagem adotada, a estratificacdo pelo pardmetro a (CHANG; YING, 1996) € trocada
pela estratifica¢@o realizada por /(6),,4.), 0 maximo valor de informagdo alcancado por cada

item e o bloqueio pelo parametro b (CHANG; QIAN; YING, 2001) é substituido por 6,4, O
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Figura 5 — Estratificacdo-a com bloqueio de b (CHANG; QIAN; YING, 2001) e MIS-B
(BARRADA; MAZUELA; OLEA, 2006).

b Hmaa}
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(a) Estratificagdo-a com bloqueio de b (b) MIS-B

11213 k

(c) Organizacgdo final dos itens

Fonte: Autor

valor de 0 onde o cada alcanga I(6),,q,. Os dois métodos sdo denominados Maximum Infor-
mation Stratification (MIS) (Estratificagdo por Médxima Informacio) e Maximum Information
Stratification with Blocking (MIS-B) (Estratificacdo por Médxima Informacao com Bloqueio).
Ja em Barrada, Abad e Olea (2014), os métodos MIS e MIS-B sao estudados para que
o numero de camadas 6timo seja encontrado. Foi concluido que o nimero de camadas 6timo €
igual ao nimero de itens aplicados no teste. Neste trabalho, o nimero de grupos no qual a base

¢ particionada é estudado de maneira similar.

2.4.1 Redes Bayesianas

Redes Bayesianas, ou redes probabilisticas, sdo estruturas de dados capazes de repre-

sentar as dependéncias condicionais entre diferentes varidveis probabilisticas. Uma vez que um
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problema ou dominio € descrito na forma de uma rede Bayesiana, uma série de técnicas existem
para realizar inferéncias e descobrir os valores de varidveis desconhecidas (BARBER, 2014).

Millan et al. (2000) definem uma topologia de rede Bayesiana para aferir os conheci-
mentos de alunos em avalia¢Oes educacionais. Semelhante a uma arvore, as folhas representam
itens de uma avaliacdo e os niveis superiores representam agregados cada vez menos granu-
lares de conhecimentos (como conceitos, topicos e assuntos). Os valores probabilisticos das
conexdes sdo escolhidos por especialistas. Essa topologia permite extrair quanto um aluno do-
mina determinados contetidos: uma vez que um conceito, topico ou assunto € representado por
um noé na rede, extrai-se a pontua¢do do examinando em determinada drea do conhecimento
somando-se os valores de todos os filhos deste no.

Baseado em Milldn et al. (2000), Kim e Choi (2012) criaram uma rede Bayesiana na qual
sua topologia representava a hierarquia de tépicos de conhecimento em um TAI. A técnica foi
testada utilizando as respostas de 160 alunos em dois testes diferentes, cada um contando com
13 e 6 categorias de topicos. Como a base de treinamento estava incompleta (pois possuiam as
respostas dos examinandos aos itens, mas ndo suas classificacdes) o problema foi contornado
utilizando o algoritmo EM para estimar as probabilidades das varidveis remanescentes.

Os resultados da rede Bayesiana foram validados calculando seu coeficiente de correla-
cdo com os resultados dos alunos nos testes em lapis-e-papel. Os resultados de ambos os testes,
assim como simulacdes adicionais baseadas na TRI e em uma rede naive Bayes, foram nor-
malizados somando-se a pontuagdo que cada pergunta valia com a probabilidade de acerté-la,
sendo que esta probabilidade divergia nos diferentes modelos (KIM; CHOI, 2012). No final,
os autores observaram que o modelo proposto precisava de menos itens para que a precisdo da
pontuacdo convergisse: 17 no primeiro teste, contra 21 pelo modelo que utilizava a TRI; e 14
no segundo teste, contra 23 no modelo que utilizava a TRI.

Vomlel (2004) criou uma plataforma para construir estratégias de decisdo utilizando re-
des Bayesianas e aplicou-a em um teste adaptativo. Para isso, um modelo de estudante foi
criado utilizando um algoritmo para descoberta de estruturas causais e uma série de respostas
de alunos a um teste no modelo lapis-e-papel. O modelo foi refinado por um especialista na drea
de conhecimento do teste e os valores das novas probabilidades foram descobertos utilizando o
algoritmo EM. Com o modelo pronto, o autor encontrou a sequéncia de itens a serem respon-
didos por um examinando de forma a diminuir a entropia de Shannon a cada passo, dadas as
evidéncias até o momento. Dado que todas as sequéncias possiveis de itens em um teste adapta-

tivo formam uma arvore, foi utilizada uma abordagem de programacgao dinamica, calculando-se
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a entropia dos nds-folha da drvore e utilizando os resultados para compor a entropia dos nos
superiores.

Utilizando um limite inferior para o valor da entropia de cada nd, foi criada uma heu-
ristica admissivel, a qual foi implementada no algoritmo de busca AO* para selecionar o n6
com a menor entropia de cada nivel da arvore, diminuindo o espago de busca. O modelo foi
validado realizando uma simulagdo baseada nos dados coletados de um teste especifico. 90%
das proficiéncias foram estimadas corretamente apds 7 itens, de um total de 20. Utilizando uma
abordagem midpica (escolha do item que diminui a entropia para o proximo nivel da arvore) a
entropia decresceu logaritmicamente (VOMLEL, 2004).

Desmarais, Pu e Blais (2007) apresentam um novo modelo de teste adaptativo informati-
zado que utiliza uma rede Bayesiana genérica (modelo naive Bayes) para inferir as probabilida-
des de acertos futuros a itens dadas as respostas até o momento. Os itens sdo representados por
nés na rede, enquanto as conexodes entre os nds € feita calculando-se a distribui¢do de frequén-
cias de respostas corretas aos itens: itens que possuem uma alta correlagio entre suas respostas
tém uma conexdo criada entre si.

Os itens futuros sdo escolhidos através da férmula de informacgdo de Fisher, da mesma
forma que a TRI o faz. Esta e outras semelhangas entre os modelos possibilitaram a comparagao
dos resultados entre si, demonstrando que a rede Bayesiana obteve desempenho equivalente e
até superior em certas partes dos experimentos (DESMARALIS; PU; BLAIS, 2007).

Millan et al. (2013) modelaram uma rede Bayesiana genérica para aferir o conhecimento
de alunos em tépicos de matemdtica. Semelhante a uma arvore, as folhas representavam itens
de uma avaliag@o e os niveis superiores representavam niveis cada vez menos granulares de
conhecimentos (como conceitos, topicos e assuntos). Os valores probabilisticos das conexdes
foram escolhidos por especialistas e a validacao foi feita utilizando uma prova de matemdtica
jé existente. 152 alunos fizeram testes tanto escritos quanto digitais e seus resultados finais (o
valor do né raiz) foram comparados com as notas dadas por trés especialistas. Houve certas dis-
crepancias nos resultados, as quais foram justificadas pelas caracteristicas da prova (os alunos
eram obrigados a responder lotes de 4 perguntas simultaneamente) e das perguntas (verdadeiro

ou falso, dando probabilidade de acerto ao acaso de 0,5).

2.4.2 Redes Neurais

Uma rede neural é uma estrutura de processamento paralelo utilizada na classificacao

de instancias. A rede recebe uma série de amostras classificadas como base de treinamento e
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cada unidade de processamento da rede, denominada neurdnio, € responsavel pela adequagdo
dos pesos da rede no geral, sendo que, ao final do treinamento, a rede com os pesos ajustados
serd responsavel pela classificacdo de instancias da qual ela ndo possui informacdes a priori
(HAYKIN, 1999).

Benitez Rochel, Trella Lopez e Conejo Muifioz (2000) utilizaram duas redes neurais no
modelo competitive learning para determinar a proficiéncia de respondentes a testes de acordo
com a TRI. A primeira rede neural utiliza o conceito winner-takes-all ndo supervisionado co-
mum, enquanto a segunda utiliza o algoritmo supervisionado Learning Vector Quantization de
Kohonen, que se baseia no principio de aprendizado “reforcar-ou-punir”.

As entradas consistem nas respostas do examinando a um determinado teste e as sai-
das sdo uma forma discretizada de 6, que ao invés de ser representado por valores de —oo
a 0o, comega a pertencer a um espago de valores [0, N|, sendo que um valor 0 < m < N
pode representar sucesso no teste. Apesar dos esfor¢os dos autores, 0s testes mais promissores
classificaram 86,8% dos examinandos corretamente (BENITEZ ROCHEL; TRELLA LOPEZ;
CONEJO MUNOZ, 2000).

El-Alfy e Abdel-Aal (2008) utilizaram aprendizado de mdquina abdutivo na constru¢io
de testes educacionais e avaliacdo dos examinandos. Um mecanismo indutivo abdutor (tra-
ducdo livre de abductory inductive mechanism) é uma técnica supervisionada de aprendizado
de maquina capaz de realizar regressdes nao-lineares nos dados. O treinamento da ferramenta
consiste na criacao de uma rede onde cada n6 € responsdvel pela solu¢do de uma funcao poli-
nomial, sendo que novos nds sio adicionados iterativamente ao modelo, possibilitando a rede
classificar dados através de polindmios cada vez mais complexos, respeitando alguns parame-
tros pré-definidos que evitam o overfitting da rede.

Utilizando uma base com 45 itens e 2000 individuos, o objetivo do experimento era
classificar os individuos em dois grupos distintos de acordo com seu desempenho no teste:
os que possuiam proficiéncia acima da média e aqueles abaixo da média. Foram utilizados
1500 individuos como treinamento, resultando em uma rede que utilizava 12 dos 45 itens para
realizar a classificacdo. Os outros 500 individuos foram utilizados na validag¢do da técnica, a
qual alcangou um erro de 9,4% na classificacdo, comparado a 6,15% quanto utilizado o teste
inteiro (EL-ALFY; ABDEL-AAL, 2008).

Baylari e Montazer (2009) criaram um sistema multi-agente utilizado na aplicacdo de
Teste Adaptativo Informatizado baseados na TRI a alunos, avaliacdo dos resultados dos testes e

subsequente recomendacdo de estudos.
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Inicialmente, um banco de itens € calibrada através da aplicacdo dos itens aos alunos no
formato lapis-e-papel. Os alunos utilizam um Sistema Tutorial Inteligente para assistir ao con-
teddo da matéria, contetido este separado em Objetos de Aprendizado (Learning Objects, LO)
e, posteriormente, sao sujeitos a testes no formato adaptativo, os quais utilizam a maximizagdo
da fun¢ao de informagao como parametro de escolha de novos itens durante o curso do teste. O
desempenho do aluno € entdo alimentado a uma rede neural perceptron com back-propagation,
cuja saida consiste nos codigos das LOs recomendadas para melhorar ainda mais o desempenho
do aluno (BAYLARI; MONTAZER, 2009).

O sistema foi validado comparando as saidas da rede neural com recomendacdes feita
por especialistas, sendo que a rede recomendou as mesmas LOs que o especialista em 83,3%
dos casos (BAYLARI; MONTAZER, 2009).

Yu (2009) utilizou trinta redes neurais do modelo Generalized Regression Neural Network
(GRNN) para estimar os parametros dos itens de acordo com a TRI. As entradas consistiam na
dificuldade e discriminacao dos itens de acordo com a TCT e as saidas, dificuldade e discrimi-
nacdo de acordo com a TRI. A média das 30 redes foi utilizada como saida final do sistema. Os
resultados foram validados pelo cdlculo do desvio médio da raiz quadrada entre o sistema criado

e a saida do programa BILOG-MG, sendo que as 30 GRNN tiveram desvios médios menores.

2.43 Arvores de decisdo

Arvores de decisdo sdo estruturas de classificacio que utilizam o conceito de entropia
para a criag@o da hierarquia de caracteristicas, nas quais caracteristicas mais préximas da raiz
da arvore sdo responsaveis pela classificacdo da maioria das instancias (MITCHELL, 1997).

Em Ueno e Songmuang (2010), foi criado um TAI no qual todos os padrdes de resposta
possiveis dos respondentes sdo pré-computados utilizando-se o algoritmo de aprendizado 1D3
(QUINLAN, 1986). Dessa forma, foi criada uma arvore de decis@o na qual nds internos repre-
sentam itens, arestas representam a probabilidade do respondente acertar um item (levando-o a
outro nd) e nds externos, as proficiéncias. Respostas erradas fazem o examinando tender a itens

mais faceis, os quais levam a nds externos com # menor.

2.4.4 Abordagens evolucionarias

Um Algoritmo Genético (GA) é uma técnica de busca por resultados 6timos ou sub-

6timos em um espaco de estados. Os GA se utilizam de procedimentos que emulam o processo
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de selecdo, como a selec@o dos individuos mais aptos de uma populacao para a préxima popula-
cdo (através do uso de uma fun¢do de aptidao); o cruzamento entre membros de uma populacgao;
e a mutacdo de individuos. A programacao genética, por sua vez, utiliza conceitos de otimiza-
cao semelhantes aos dos GA na criagdo evoluciondria de programas. Nela, arvores sdo criadas,
nas quais nds terminais representam valores e nds intermedidrios, funcdes (AFFENZELLER et
al., 2009).

Chen e Doong (2008) utilizaram programacdo genética para descobrir a relacdo entre
os valores dos parametros dos itens de acordo com o ML3 e o valor da taxa de exposi¢ao (7)
de cada item calculado através do método de Sympson-Hetter (SYMPSON; HETTER, 1985).
Foram utilizadas trés bases de itens sintéticas com 360 itens cada e simulados 1000 testes adap-
tativos, com um limite maximo de 20 itens. Os itens eram selecionados de forma a maximizar
sua fun¢do de informagdo /(f), porém itens cuja taxa de exposi¢do se aproximava, ou ultra-

max

passava, a taxa de exposi¢cdo r pré-determinada tinham probabilidade reduzida de serem

administrados. Eles eram, entdo, substituidos pelo item segundo com o segundo maior valor de
1(0).

Ap6s o término dos testes, e com os valores de r devidamente estimados, foi utilizada a
técnica de programacgao genética de forma a encontrar a fungdo que mapeasse os valores dos pa-
rametros dos itens as suas respectivas taxas de exposicao. O conjunto de fun¢des disponivel foi
(+, —, *, /, exp, log, \/). A funcdo resultante foi validada através da raiz dos erros quadraticos
médios entre r € rgp (sendo rgp a taxa de exposi¢cdo calculada através da funcdo resultante), a
qual variou entre 0,11 e 0,15 (CHEN; DOONG, 2008).

Li et al. (2012) criaram um sistema de constru¢do automdtica de cursos online utili-
zando duas abordagens evoluciondrias, algoritmos genéticos e particle swarm optimization. O
processo, dividido em quatro etapas, consistia na criacdo de um grafo direcionado de conceitos,
0s quais esperava-se ensinar aos alunos. Em seguida, um banco de itens era construido, baseada
no grafo de conceitos, e um teste era aplicado aos alunos para descobrir quais conceitos deve-
riam ser refor¢ados. Por dltimo, uma das duas abordagens evoluciondrias era responsavel por
selecionar entre os materiais disponiveis em um repositério de conteido e criar um curso online
personalizado para cada aluno. A funcdo de aptidao levava em consideragdo os erros do aluno
no teste, a dificuldade dos conceitos que deveriam ser refor¢ados e o tempo para aprendé-los.

Para validar a estratégia, dois grupos de alunos realizaram o curso online, sendo que ao
primeiro grupo foi apresentado contetdo predeterminado, enquanto o segundo realizou o teste

e, em seguida, realizou o curso personalizado. A taxa de aprovacdo do primeiro grupo com
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relacdo ao conteudo do curso foi de 63%, enquanto no segundo grupo a aprovacao foi de 93,5%
(LIetal., 2012).

Lotito e Pirlo (2013) utilizaram um GA que selecionava itens de um banco calibrado
pela TRI para montar questiondrios para alunos de faixas de proficiéncias utilizando distintas.
A populacdo era inicializada aleatoriamente, sendo que cada individuo da populacdo do GA
representava uma prova candidata, que era, por sua vez, representada por um vetor bindrio
V, onde V; = 0 indicava a auséncia do item ¢ do banco na prova candidata. Era realizado
cruzamento do tipo one-point através do método de selecao de roleta, na qual a probabilidade de
um item ser selecionada € diretamente proporcional a sua aptidao, e mutagdo com probabilidade
de 2%.A fungao de aptiddo era F' = P(0,,4:) — P(0pnin), onde 0,,,, indica a maior proficiéncia
entre os examinandos para os quais a avaliacdo era voltada, e 6,,;,, a menor proficiéncia do
conjunto.

Utilizando uma base de 100 itens, foram criados diversos questiondrios de tamanhos
n = 5, 10 e 15, os quais foram utilizados tanto em testes simulados quanto empiricos. Nos testes
simulados, a estimativa de profici€ncia foi mais precisa utilizando os questiondrios gerados pelo
GA do que questiondrios construidos com itens aleatorios. Nos dados reais, foi comprovada
uma queda no desvio padrdo das estimativas de proficiéncia dos examinandos, demonstrando

que o questiondrio gerado pelo GA também foi mais preciso (LOTITO; PIRLO, 2013).

2.4.5 Modelos mistos

El-Alfy e Jafri (2007) investigaram a plausibilidade de se usar diferentes tipos de redes
neurais na estimativa das proficiéncias de examinandos em Teste Adaptativo Informatizado. Fo-
ram testados trés tipos de redes neurais: perceptron multi-camadas; perceptron multi-camadas
processando apenas componentes principais das respostas dos examinandos e func¢do de base
radial, além de Support-Vector Machines (SVM). As entradas consistiam nas respostas dos exa-
minandos e as saidas, em seu nivel de proficiéncia.

Foram realizados testes em duas bases de dados: uma base com 20 itens dicotdmicos,
500 respondentes e 2 niveis de proficiéncia e outra com 20 itens dicotdmicos, 500 respondentes
e 5 niveis de proficiéncia. 75% da base foi usada como treinamento e 25% como teste. Os tem-
pos de convergéncia das redes foram similares, assim como o grau de precisdo. A quantidade
de neurdnios na cama escondida afetou apenas o desempenho do MLP, diminuindo seu erro

quadratico médio (EL-ALFY; JAFRI, 2007).
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Kastrin (2009) aplicou uma série de técnicas para simplificar o processo de estimativa
da expressdo de amostras de um micro-arranjos de DNA. Utilizando duas bases de amostras
de DNA, foi realizado o agrupamento hierdrquico de ambas as bases, utilizando-se a distancia
Euclidiana entre as amostras e o algoritmo de Ward para minimizar a variancia dos grupos. A
quantidade de grupos experimentada foi k = 2, 3, 4, 5.

As amostras, que s@o representadas por valores continuos, foram entdo discretizadas em
vetores bindrios, os quais serviram de entrada para o modelo de Rasch da TRI. No modelo
de Rasch, cada valor bindrio do vetor representa a expressao do gene, sendo que um valor de
1 indica um gene de expressao alta, e a probabilidade calculada pelo modelo logistico indica
a probabilidade de uma amostra ter alta expressdo. Os valores estimados pelo modelo foram
entdo utilizados como entrada para dois modelos de predicao, SVM e arvore de decisdo, para
que novas amostras pudessem ter seu grau de expressdo calculado de maneira mais simples
(KASTRIN, 2009).

Apesar de se desviar das pesquisas relacionadas a TAI, o trabalho de Kastrin demonstra
a unido de duas técnicas de interesse para este trabalho, que sdo o agrupamento hierarquico e
a aplicacao da TRI de forma inovadora, organizando e agrupando amostras bioldgicas ao invés

de itens e respondentes de um teste.
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3 TESTE ADAPTATIVO INFORMATIZADO BASEADO EM AGRUPAMENTO POR
SIMILARIDADE

Este trabalho propde um novo método de selecdo de itens para ser utilizado durante
a aplicacdo de Teste Adaptativo Informatizado. O método, denominado Cluster-based Item
Selection Method (CISM), se utiliza do agrupamento por similaridade de um banco de itens
calibrados pela Teoria da Resposta ao Item. Como caracteristicas de entrada para o processo
de agrupamento, sdo utilizados os parametros dos itens extraidos de acordo com o modelo
logistico de 3 pardmetros da TRI. Esses grupos de itens sdo entao utilizados durante a aplicagdo
de um TAI, de forma que itens que estejam em um mesmo grupo possam ser substituidos entre
si durante a etapa de escolha de itens do TAI, gerando maior variabilidade no uso dos itens,
0 que, hipoteticamente, visa diminuir a taxa de exposi¢do de cada item. As consequéncias
da substituicao de itens, mais precisamente o impacto na taxa de sobreposicdo de itens e na
estimativa da proficiéncia dos examinandos, serdo utilizados na valida¢do e comparac¢do do
método proposto com métodos ja disponiveis na literatura.

A principal justificativa para a escolha do agrupamento por similaridade € sua capaci-
dade de agrupar dados de maneira ndo-supervisionada, uma vez que itens em uma base nao sao
comumente pré-classificados. Utilizando o modelo logistico de 3 parametros da TRI, os itens,
antes descritos de forma textual, passam a ser representados por caracteristicas numéricas, as

quais sdo entdo utilizadas como parametros de entrada para um algoritmo de agrupamento.

3.1 AGRUPAMENTO

Na fase de agrupamento, os parametros dos itens sdo utilizados como entrada para um
algoritmo de agrupamento por similaridade, de forma que itens que possuam parametros com
valores similares se situem no mesmo grupos, e itens cujos valores dos parametros sejam dis-
tantes sejam designados a grupos distintos. Sob esta descricdo, foi decidido estudar técnicas de
agrupamento que visem minimizar a soma das variancias intra-grupos, uma vez que o objetivo
destas técnicas € justamente agrupar dados cujos valores das caracteristicas aproximem-se da
média do grupo.

A figura 6 demonstra o processo de aplicacdo de um algoritmo de agrupamento por
similaridade no CISM. Dado um banco de itens cujos parametros ja foram estimados de acordo

com o modelo de 3 parametros da TRI, o algoritmo de agrupamento utiliza apenas os parametros
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Figura 6 — Fluxograma do processo de agrupamento de itens

Base de itens

v

Parametros dos itens

N

Agrupamento por similaridade

Resultados do
agrupamento

Fonte: Autor

dos itens para realizar o agrupamento destes. Os resultados do agrupamento sdo entao salvos no
banco de itens, de forma que a informacao referente ao grupos aos quais cada item foi designado

sejam mantidas.
3.2 SELECAO DE ITENS

Durante a etapa de selecao de itens de um TAI, utilizar-se-4 o CISM, o qual recebe como
parametros de entrada: o banco de itens, com todos seus parametros e taxas de exposi¢cdo; a
proficiéncia estimada 0 no ponto atual; a taxa de exposi¢do maxima permitida para os itens,
r™%; e o conjunto de itens que ja foram aplicados ao examinando atual até 0 momento.

Primeiramente seleciona-se o item x de todo o um banco de itens, cujos parametros

maximizem o valor da funcdo de informac¢do da TRI, apresentada na secdo 2.1 e repetida abaixo.

(PO =) Q)
T (1—=c)? PO

1(0) =
Seja g, o grupo ao qual x pertence. Na segunda etapa, € selecionado o item em g, que:
a) nao tenha sido aplicado;
b) possua maxima informacao;

max

¢) tenha taxa de exposi¢do menor que r
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Caso nenhum item satisfaca as trés condi¢Oes, € selecionado aquele que satisfaga ape-
nas as duas primeiras. Se, mesmo assim, nenhum item satisfizer as duas condig¢des, entdo o
processo se inicia novamente, dessa vez selecionando o segundo item da base que maximize a
informacdo, dado 6.0 processo continua até que um grupo seja selecionado.

Ao selecionar o grupo que possua o item x de maxima informagao, dado 0 atual, os itens
presentes no mesmo grupo que x devem possuir parametros semelhantes aos de x, gragas ao
agrupamento por similaridade dos itens baseado nesses mesmos parametros. A priorizacao pela
selecdo de itens deste mesmo grupo aumenta as chances de alcangar alta precisao na estimativa
das proficiéncias dos individuos; por outro lado, a preferéncia pelos itens que possuam baixa
taxa de exposicao visa utilizar de forma homogénea o banco de itens, de forma que itens simi-
lares aquele que maximize a informacao sejam priorizados, focando primeiramente aqueles que
ndo foram superexpostos.

O algoritmo 4 formaliza essa descrigdo.

O algoritmo possui algumas caracteristicas importantes. A primeira diz respeito ao seu
espaco de busca: uma vez que visita todos os grupos em busca daquele que possua itens ainda
nao aplicados, ele garante encontrar, a cada iteracdo do teste adaptativo, pelo menos um item
para aplicagdo, contanto que o banco de itens seja maior que o ndmero de itens presentes no
teste.

A segunda caracteristica diz respeito as circunstancias nas quais o CISM se comporta

como o método de selecdo de itens por mdxima informagao.

a) Nao ha restricoes no uso dos itens: caso o valor selecionado de »™** ndo restrinja
o uso dos itens, o CISM se comporta como o método de selecdo por mdxima informa-
¢do, descrito na se¢do 2.2.1.2, garantindo a maior precisdo possivel nas estimativas das

proficiéncias;

b) Todos os itens sao super-expostos: quando V z € X,r, > r™* o CISM nao
possui candidatos com baixa taxa de exposi¢do para selecionar, aplicando entao o item que
maximiza a funcao de informacdo. Este comportamento pode ser evitado com a continua
inclusdo de itens na base, ou garantindo a escolha de um valor de »™** compativel com o

uso dos itens;

¢) O nimero de itens por grupo é baixo: sejam k o nimero de grupos, N o nimero
de itens na base e seja N/k uma estimativa ndo-rigorosa do niimero médio de elementos
por grupo. Entdo, lim; .y N/k = 1. Quando esta situagdo ocorre, o CISM também se

comporta como o método de selecdo por maxima informacao. Isso se da devido a redugdo
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Algoritmo 4 — CISM, o método de selecdo de itens proposto

1 Entrada: Base de itens agrupados X, proficiéncia estimada 6, taxa de exposi¢ao
maxima ", conjunto com itens j4 aplicados a este examinando

apresentados
2 Func¢ao busca_grupo (itens X, proficiéncia estimada é, conjunto
apresentados)
3| U={}
4 | paracadaz € X faca
5 T = argmaX,cx_g 1(0]ag, by, cz)
6 g, = grupo ao qual x pertence
7 se 31 € g, 1 ¢ apresentados entdo
8 | retorna g,
9 senao
10 | U=U+u
11 fim
12 fim

13 Funcio busca_item (itens X, proficiéncia estimada 0, taxa de exposi¢cdo
mdxima r"**, conjunto apresentados)

14 | g, =Dbusca_grupo (X, ) apresentados)

15 | sedje€ g, r; <r™®Aj ¢ apresentados entdo

16 ‘ j= argmaxjegxf(émj, bj,c;),m; < ™A § ¢ apresentados
17 | senao

18 ‘ j= argmaxjegz[(émj, bj,c;),j ¢ apresentados

19 | fim

20 | Atualizar r;
21 apresentados = apresentados U j
22 retorna j

23 retorna busca_item (X, 6, v, apresentados)

do nimero de itens por grupo: quanto menos itens existirem para que seja feito o controle
da taxa de exposicdo, mais rapidamente os itens do grupo serdao superexpostos. No limite,
caso um grupo composto de apenas um item seja selecionado, este item serd aplicado

independente de sua taxa de exposicao.

3.3 EXPERIMENTOS

A figura 7 descreve os experimentos propostos. Para realiza¢do dos experimentos, foi
utilizado um banco de itens sintético, contendo 500 itens. Os trés parametros de cada item
foram extraidos das seguintes distribui¢des: a ~ N(1,2;0,25);b ~ N(0;1); ¢ ~ N(0,25;0,02).
A figura 8 apresentada as densidades resultantes da extracdo dos parametros de suas respectivas

distribui¢es. Através dessa base, é possivel verificar o desempenho do CISM em bancos de
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Figura 7 — Fluxograma explicativo dos experimentos propostos
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tamanho maior que os disponiveis empiricamente, assim como comparar os resultados com
os de outros autores que utilizaram bancos gerados de forma similar em seus experimentos
(BARRADA; ABAD; VELDKAMP, 2009; BARRADA et al., 2009; BARRADA et al., 2009).

A figura 9a exibe a base em trés dimensdes, cada dimensao representa um dos trés pa-
rametros. A figura 9b apresenta a mesma base redimensionada para duas dimensdes utilizando
andlise de componentes principais, para melhor visualizagdo. Em ambas as representagdes, €
possivel perceber a alta concentragcdo dos dados.

Uma segunda versao da base, denominada de “base normalizada”, foi criada através da
normalizacdo dos parametros dos itens, subtraindo-se de cada varidvel sua média p e dividindo-

os pelo desvio padrao o,

para que os efeitos dos algoritmos de agrupamento sob os parametros possam ser observados.

3.3.1 Agrupamento dos itens

No primeiro experimento, os parametros dos itens de cada base foram utilizados como

entrada para diferentes algoritmos de agrupamento, listados na tabela 2, com o intuito de gerar

diferentes grupos de itens para serem utilizados na préxima etapa do experimento. Os algorit-



Figura 8 — Distribui¢des dos valores dos parametros a, b e ¢ da base utilizada
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Figura 9 — Representacdo grafica da base sintética utilizada nos experimentos
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mos foram selecionados por terem um parametro de entrada em comum: o nimero de grupos
k, o que permite controlar a quantidade de grupos que serdo utilizados pelo CISM na aplicacao
dos testes adaptativos. Adicionalmente, dada a natureza dos valores dos parametros do banco
de itens (representado graficamente na figura 9), o controle sobre o valor de £ permite a selecao
do nimero de grupos gerados nos dados de alta densidade.

O K-means foi escolhido por seu foco na minimizagdo da variancia intra-grupos. Foi
implementada uma versdo em Python do algoritmo que se utiliza do inicio aleatério das k se-
mentes, selecionadas aleatoriamente entre os dados disponiveis na base. Para se garantir resul-
tados de agrupamento de baixa varidncia apesar do inicio aleatdrio, o algoritmo foi executado
100 vezes para cada valor de k, mantendo-se o resultado com menor variincia. Os agrupamen-
tos foram realizados utilizando as distancias Euclideana e Mahalanobis: a primeira, por ser a
distancia padrao utilizada pelo algoritmo e a segunda, por levar em consideracdo a matriz de
covariancia dos dados, permitindo a geragao de grupos elipsoidais mais acentuados.

Também foram utilizados algoritmos aglomerativos. A inclusdo dos algoritmos aglome-
rativos se justifica por eles se basearem exclusivamente nas distincias entre os dados, permi-
tindo o uso de medidas de distancia diferentes para o agrupamento dos dados. Os algoritmos de
ligacdo simples, média, por média ponderada e completa realizaram os agrupamentos utilizando
as distancias Manhattan, Euclideana, Mahalanobis e Chebyshev. O algoritmo aglomerativo por

funcdo de Ward trabalha exclusivamente com a distancia Euclideana, sendo a unica utilizada



63

Tabela 2 — Algoritmos utilizados no experimento e as medidas de distancia utilizadas. Em
todos os algoritmos, o parametro de entrada € o nimero de grupos k.

Algoritmo | Distancia
K-means | Euclideana, Mahalanobis
Ward K-means | Euclideana
Aglomerativo — Ward | Euclideana

Aglomerativo — Ligacdo simples | Manhattan, Euclideana,
Mahalanobis, Chebyshev .
Aglomerativo — Liga¢do completa | Manhattan, Euclideana,
Mabhalanobis, Chebyshev
Aglomerativo — Ligagdo média | Manhattan, Euclideana,
Mahalanobis, Chebyshev
Aglomerativo — Ligacdo média ponderada | Manhattan, Euclideana,

Mahalanobis, Chebyshev

Fonte: Autor

por ele. Nos experimentos realizados, foram utilizadas as implementacdes dos algoritmos aglo-
merativos na suite de computagdo cientifica SciPy (JONES; OLIPHANT; PETERSON, 2001-).

Por dltimo, foi incluido o algoritmo Ward k-means (KWEDLO, 2011). Nele, as semen-
tes do k-means convencional sdo inicializadas através do calculo dos centroides do agrupamento
produzido pelo algoritmo aglomerativo por funcdo de Ward. Uma vez que um dos desafios do
k-means, além do nimero de sementes k, estd na escolha das posi¢des dos centroides iniciais,
o uso do algoritmo aglomerativo por fun¢do de Ward pode ser utilizado como uma heuristica
para a execucao de tal inicializacdo, uma vez que ambos os algoritmos visam a minimizagao
da variancia intra-grupos. A inclusdo deste método de inicializa¢do no trabalho € justificada
por resultados preliminares de agrupamentos por funcdo de Ward favoraveis, os quais serao
apresentados na secao 4.

O valor de k foi incrementado unitariamente no intervalo [2; 250]. O valor 250 foi esco-
lhido por ser a metade do nimero de itens na base, sob a perspectiva de que cada grupo gerado
deve ter, no minimo, dois itens, de forma que o CISM seja capaz de selecionar substitutos
durante a aplicacdo dos testes adaptativos. A andlise dos resultados dos agrupamentos € feita
através da variacao dos valores de £ e da extracdo das seguintes medidas de validacdo para cada

agrupamento realizado:

a) Soma das variancias intra-grupos;

b) indice de Dunn.
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A soma das variancias intra-grupos, apresentada na se¢do 2.3.1, indica o qudo distante
da média de seus grupos cada dado estd. Quanto menor o valor da soma das variancias, mais
compactos sdo os grupos, indicando maior similaridade entre seus membros.

Os indices de Dunn (KOVACS; LEGANY: BABOS, 2005) sdao uma familia de indices
de avaliacdo interna de agrupamentos. A equacao base dos indices de Dunn € a seguinte,

minlgi<j§ng 5 (gZ7gj>

D= - ,
maxi <xg<n, diam (gi)

(20)

onde 6(g;,g;) representa a distancia entre os grupos g; € g; e diam(gy), o didmetro do grupo
gr- Quanto maior o indice de Dunn, melhor € considerado o resultado do agrupamento, pois
um alto valor do indice significa que os grupos sdo compactos e distantes entre si. Os diferentes
indices na familia dos indices de Dunn sdo dados pelas diferentes representacdes possiveis de
distancias entre grupos e seus didmetros. Neste trabalho, 0 (g;,9;) foi dado pela distancia entre

seus pontos mais proximos e diam(gy), pela distdncia entre os pontos mais distantes de gy,
3.3.2 Aplicacao de testes

No segundo experimento, foi utilizada a metodologia proposta por Barrada et al. (2010)
para realizar a simulacdo de Teste Adaptativo Informatizado, com o propdsito de se avaliar o
desempenho do CISM, utilizando como entrada os resultados dos agrupamentos do experimento
anterior.

Dado um conjunto de valores r7"%, linearmente separados entre [0,1; 1], denominados
taxas de exposicado maximas dos itens, uma série de simulacdes de testes adaptativos € execu-
tada, com o intuito de aferir a precisdao e o uso homogéneo dos itens da base sob diferentes

restri¢des para a taxa de exposi¢cdo maxima dos itens.

a) 6: 5000 valores extraidos de uma distribuicdo N (0;1);
b) Estimativa inicial de : extraido de uma distribuicio U (—5;5);
c) Selecdo de itens: Nesta etapa, € utilizado o CISM, descrito no inicio da se¢do;

d) Aplicagdo de itens: Para simular a resposta de um examinando a um item, utiliza-se
a férmula (1), que indica a probabilidade de um examinando com proficiéncia  responder

corretamente a um item com parﬁmetros a, bec,

P(Xi=1/0) = c; +
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e) Re-estimativa de 0: a re-estimativa ¢ feita utilizando-se duas equagoes diferentes. A
primeira € a equagao (11), proposta por Dodd (1990), a qual € utilizada quando o padrao de
respostas do examinando se mantém constante, impedindo o uso dos métodos de méxima
verossimilhanga. A segunda € a funcao de log-verossimilhanga para estimativa de estheta

quando os pardmetros dos itens ja sao conhecidos,

log L(X|0;,¢) = Y {wi;log Pj(0) + (1 — ;) log Qi5(6) } .

=1

Maximizando-se esta funcdo, € encontrado o valor de 0 mais provével, dado o vetor de
respostas X e os parametros dos itens respondidos ¢. A maximizacao da funcdo deu-se
através do uso de um algoritmo de busca bindria (DE AYALA, 2009, p. 347-348). A figura
10 exibe as curvas para a fungdo de log-verossimilhanga para vetores de respostas de 20
itens, com 5, 10 e 15 acertos, assim como os valores de 0 estimados através do algoritmo

5 para cada vetor.

f) Critério de parada: Decidiu-se utilizar como critério de parada a aplicacdo de um
numero fixo de 20 itens, a fim de estudar os efeitos dos diferentes resultados gerados pelos

algoritmos de agrupamento modificando o minimo possivel de varidveis adicionais.

Algoritmo 5 — Busca bindria utilizada na estimativa de 0

1 Entrada: Vetor de respostas X, pardmetros dos itens administrados ¢, nimero
méximo de iteracoes iter

2 Saida: 6,

3 17 = ming(¢)

4 [T = max,(¢)

5 para: = 1 — iter faca

6 | selog L(X|IT,¢) > log L(X]l~,¢) entdo
7 - =1+ 550

8 | sendo

| T

10 | fim

1 fim

12 0 = arg max;e - 1+ log L(X|L, €)
13 retornaé

A plataforma de simulacdo foi implementada na linguagem Python, versao 3.4 (ME-
NEGHETTI, 2015).
A estratégia proposta por Barrada et al. (2010) tem como objetivo comparar os desem-

penhos de diferentes métodos de aplicacao de Teste Adaptativo Informatizado sob diferentes
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Figura 10 — Grafico da funcdo de log-verossimilhanga para 5, 10 e 15 acertos em vetores de

respostas de 20 itens e os respectivos maximos encontrados com o algoritmo de
subida de encosta

o Log-verossimilhanca / quantidade de acertos

logL(6)

—100- @ @ 5 acertos, §=-1.87655
@ @ 10 acertos, §=-0.59243

© o 15 acertos, §=0.77479
-120 : . ' : ,
—6 -4 -2 0 2 4 6

Fonte: Autor

valores de ™%*. Fixando-se o valor desta varidvel, € possivel avaliar a precisdo do método,
calculando-se a raiz dos erros quadraticos médios entre 6 e # através da equacdo (12); assim

como avaliar o qudo seguro ¢ o método, calculando-se a taxa de sobreposicao dos itens, dada

pela equagao (13).

N A, _ .
RMSE = \/21(29)2 (12)
T = gsf + ]Ci (13)

Dessa forma, os diferentes valores de RMSE e T alcangados por cada método para

cada valor de »™** podem ser comparados, evidenciando o comportamento de cada método sob

diferentes restri¢des para o uso dos itens.
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4 RESULTADOS

A figura 12 exibe graficamente os valores da soma das variancias intra-grupos (W) de
acordo com o aumento do pardmetro k para o banco de itens € sintético e sua versdo normali-
zada. Em ambas as bases, houve diminui¢do de W conforme o aumento de k: devido ao maior
nimero de grupos, grupos menores foram gerados, os quais, consequentemente, possuem me-
nor variancia. Os algoritmos que alcancaram menor W foram aqueles que t€m como objetivo
a minimizagdo desse valor, ou seja, o algoritmo aglomerativo por funcdo de Ward e o Ward
k-means. A busca por minimos locais do k-means aliada a inicializa¢do dos centroides pelo
método de Ward garantiu valores menores de variancia para o Ward k-means do qua para o
algoritmo aglomerativo por funcdo de Ward.

Quanto ao indice de Dunn, apresentado na figura 13, € possivel observar comportamen-
tos diferentes para os algoritmos. Primeiramente, o algoritmo hierdrquico por ligagdo completa
foi o que obteve os melhores resultados de acordo com o indice. Isso se deve ao fato de sua pre-
disposicdo em gerar grupos compactos e evitar a criacao de grupos “alongados” (JAIN; DUBES,
1988), caracteristica que eleva o valor do indice. Os algoritmos hierdrquicos por ligagao média,
média ponderada e fun¢do de Ward tiveram desempenho mediano, por ndo possuirem nenhuma
caracteristica que leve efetivamente a diminuic¢ao do indice. O k-means por sua vez, ndo possui
como foco a geracdo de grupos separados; com o aumento do valor de k, houve queda do indice
de Dunn, indicando a presenca de grupos préximos. Por dltimo, o agrupamento por ligacdo
simples teve o menor valor do indice de Dunn, exatamente por sua predisposicdo em gerar gru-
pos de formato “alongado” ao invés de separar os mesmos grupos ao meio, como feito pelo
algoritmo por ligacdo completa. A figura 11 demonstra graficamente este fendmeno.

O apéndice A apresenta os graficos com os valores das medidas de validacao dos agru-
pamentos individualmente para cada algoritmo, utilizando cada medida de distancia. Neles, é
possivel perceber comportamento semelhante aos supracitados nos valores da variancia e do
indice de Dunn, independente da medida de distincia utilizadas pelos algoritmos. Esta obser-
vacdo indica que, dentre as medidas de distancia utilizadas nos experimentos, ndo hd uma que

possua desempenho superior, quando aplicados a base em questao.
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Figura 11 — Diferencgas nos agrupamentos aglomerativos por ligacdo simples e completa

X, X,

X, X,

(a) Ligacdo simples (b) Ligac@o completa

Fonte: Autor “adaptado de” Jain, Murty e Flynn (1999)

4.1 AVALIACAO DO CISM

Para o segundo experimento, foram selecionados os resultados de agrupamento com
menor variancia ou maior indice de Dunn para a realizacdo das simulagdes de Teste Adapta-
tivo Informatizado. Por motivos computacionais, foram selecionados apenas os agrupamentos
com valores de £ multiplos de 10, afim de se estudar a relacdo entre o nimero de grupos e os

resultados dos testes adaptativos.

4.1.1 SIMULACOES COM AGRUPAMENTOS DE MENOR VARIANCIA

A tabela 3 exibe os agrupamentos que tiveram o menor valor de variancia. Como pode
ser observado na figura 12, o algoritmo de agrupamento que obteve os menores valores de
variancia para todos os valores de k foi o Ward k-means.

A figura 14 exibe os valores da taxa de sobreposicao (') para simulacdes com diferentes
valores de r"**. Para os menores valores de & (10, 20, 30 e 40), T"inicia acima de 0,1 e estabiliza
quando r™** & (,7. Para todos os outros valores de k, T" manteve comportamento linear,
indicando que, exceto para os menores valores de k testados, o nimero de grupos nos quais o
banco de itens € separado ndo afeta a taxa de sobreposi¢do da base. Este comportamento pode
ser explicado pela relacdo entre k e o nimero médio de itens por grupo: quanto menos itens

um grupo possui, mais rapido as taxas de exposi¢do dos itens presentes no grupo alcancardo



Figura 12 — Soma das variancias intra-grupos para os diferentes algoritmos utilizados, de
acordo com a variagdo do nimero de grupos k
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Figura 13 — Soma das variancias intra-grupos para os diferentes algoritmos utilizados, de
acordo com a variagdo do nimero de grupos k
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Tabela 3 — Resultados de agrupamento com menor valor de variancia escolhidos para execugao
das simulac¢des de TAI Todos os agrupamentos desta tabela foram extraidos com o
algoritmo Ward k-means e a distancia Euclideana.

N° grupos | Variancia | Dunn
10 37.88055 | 0.855691
20 18.512313 | 0.62069
30 11.831354 | 0.655638

40 8.312832 | 0.663084
50 6.156749 | 0.745014
60 4.849996 | 0.655282
70 3.846389 | 0.696388
80 3.182602 | 0.731726
90 2.647662 | 0.620803
100 2.249982 | 0.619565
110 1.919735 | 0.777255
120 1.642267 | 0.718186
130 1.435613 | 0.78538
140 1.256987 | 0.814713

150 1.110444 | 0.732679
160 0.984276 | 0.732679
170 0.866881 | 0.732679
180 0.768545 | 0.697711
190 0.682204 | 0.722682
200 0.607957 | 0.773602
210 0.542756 | 0.744836
220 0.486042 | 0.81498
230 0.433806 | 0.721679
240 0.390015 | 0.813216
250 0.34808 | 0.879754

Fonte: Autor

r™e* fazendo com que o CISM se comporte como o método de selecdo de itens por mdxima
informacgao.

Na figura 15 é possivel observar a existéncia de maior variagao nas taxas de sobreposicao
para valores pequenos de k. Conforme k aumenta, os valores de 7' passam a se tornar mais
proximos. Isso demonstra duas coisas diferentes: a primeira, de que o método proposto € capaz
de controlar a taxa de exposicdo do teste caso menos grupos sejam utilizados e a segunda, de
que, para valores altos de k, restringir a taxa de exposi¢cdo maxima dos itens surte menos efeitos
na supressao da taxa de exposi¢do do teste.

A figura 16 exibe os valores da raiz dos erros quadraticos médios (RM S E) para diver-
sos valores de k£ e sob diferentes restricdes de »™**. Aqui, é possivel observar os resultados

do controle de exposicdo demonstrado nas figuras anteriores: testes realizados com k£ <= 40



Figura 14 — Mudanca da taxa de sobreposi¢do de acordo com o aumento de 7
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Figura 15 — Relagdo entre a taxa de exposicdo e o numero de grupos, para diferentes valores de
r™%* (agrupamentos de menor variancia)

Fonte: Autor
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max

Figura 16 — Mudanga da raiz dos erros quadraticos médios de acordo com o aumento de r
para diferentes nimeros de grupos (agrupamentos de menor variancia)

0.65
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resultaram ndo sé em menores taxas de exposicdo como maiores erros. Para valores superio-
res de k, no entanto, € possivel observar comportamento linear de RM SE, independente dos

valores de r™**

. Este comportamento, descrito na se¢do 3.2, tem relacdo ao nimero de itens
em cada grupo: valores maiores de k£ resultam em grupos com menos itens, 0 que, por sua vez;
com menos itens, estes grupos possuem menos controle da taxa de exposicdo, resultando em
superexposi¢do mais rapida dos itens.

A figura 17 confirma esta observagdo, demonstrando que valores maiores de & acarretam
em menor erro na estimativa das proficiéncias. Porém, o método nao se beneficia de valores
muito altos de k: valores de £ > 50 ndo demonstraram maior diminui¢@o do erro na estimativa
além da ja alcancada.

Por fim, a figura 18 exibe a relagcdo entre a raiz dos erros quadraticos médios e a taxa

de sobreposicio do teste para todas as simulagdes. E possivel perceber uma relagio linear

entre as variaveis, da forma RMSE = 0,733884081744 — 1,20735651462 - T', com coeficiente
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Figura 17 — Relacdo entre a raiz dos erros quadraticos médios e o nimero de grupos, para
diferentes valores de %" (agrupamentos de menor variincia)

Erros na estimativa (RMSE) / N2 de grupos (k)

0.65 1

RMSE

0.25 ; I I I
50 100 150 200 250

N2 de grupos (k)

Fonte: Autor

de correlagdo r = —0,873389310066 e coeficiente de determinagdo r* = 0,762808886937,
indicando alta correlacdo negativa entre as variaveis.

Estes resultados permitem observar as caracteristicas previstas do CISM: para valores
altos de k, onde limy_. y, 0s grupos formados sdo constituidos por nimero cada vez mais redu-
zido de elementos. Dessa forma, ndo ha itens suficientes no mesmo grupo para serem utilizados
durante o processo de selecdo do CISM, o que faz com que o método se comporte como o
método comum de selecdo de itens, o de maxima informacdo. Adicionalmente, para valores
altos de %" (nos experimentos, ™ > (,7), ndo existem restri¢des suficientes sobre a taxa de
exposicdo dos itens para que o CISM selecione itens de baixo 7.

Nesta etapa dos experimentos, também foi possivel observar que, para os valores mais
baixos de k (k < 50) testados, houve aumento em RM SFE e diminuicdo de 7. Essa observa-
cdo demonstra que k pode ser utilizado como varidvel de controle, equilibrando os valores de
RMSE e T de acordo com as necessidades do teste. No entanto, os valores de k£ extraidos
nos experimentos expostos sdo condicionados ao nimero de elementos no banco de itens utili-
zado, onde N = 500. Bases com diferentes nimeros de elementos podem necessitar que % seja

redimensionado de acordo.
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Figura 18 — Relacdo entre a taxa de sobreposicao e a raiz dos erros quadraticos médios, para
diferentes valores de %" (agrupamentos de menor variincia)
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Fonte: Autor

4.1.2 SIMULACOES COM AGRUPAMENTOS DE MAIOR INDICE DE DUNN

A tabela 4 exibe os resultados de agrupamento que tiveram os maiores indices de Dunn.
Como observado na figura 13, o algoritmo de agrupamento hierdrquico por ligagdo completa
teve os resultados com os maiores indices de Dunn para todos os valores de k.

As figuras 19 a 22 apresentam resultados de mesma natureza daqueles apresentados
na segdio anterior, porém para os agrupamentos descritos na tabela 4. E possivel perceber, na
figura 19, maior varia¢do nos valores de 7', tendo maior concentra¢do no intervalo [0,34; 0,4].
Também € possivel observar, na figura 20, o mesmo comportamento do experimento anterior:
quanto maior o valor de k, menor a capacidade do método proposto de controlar a taxa de
sobreposicao para diferentes valores de r*.

A figura 21 exibe maior variacdo no célculo dos erros, indicando que agrupamentos
cuja qualidade € julgada pelo indice de Dunn resultam em estimativas de profici€éncias menos
previsiveis que agrupamentos validados pela minimiza¢ao da soma das variancias intra-grupos.
Os valores da raiz dos erros quadraticos médios também tiveram o mesmo comportamento

daqueles extraidos através de simulagdes que utilizaram os agrupamentos de menos variancia.



Figura 19 —

Mudanga da taxa de sobreposi¢@o de acordo com o aumento de r
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Figura 20 — Relacdo entre a taxa de exposi¢do e o nimero de grupos, para diferentes valores de

Fonte: Autor
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Figura 21 — Mudanca da raiz dos erros quadriticos médios de acordo com o aumento de r"**

para diferentes nimeros de grupos (agrupamentos de maior indice de Dunn)
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Figura 22 — Relacdo entre a raiz dos erros quadraticos médios e o nimero de grupos, para
diferentes valores de %" (agrupamentos de maior indice de Dunn)
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Tabela 4 — Resultados de agrupamento com maior indice de Dunn escolhidos para execucao
das simulac¢des de TAI Todos os agrupamentos desta tabela foram extraidos com o
algoritmo hierdrquico por ligagdo completa.

Fonte: Autor

N° grupos | Distancia Variancia Dunn
10 Euclideana 8814.309916 | 1.060165
20 Chebyshev | 14329.480018 | 1.047157
30 Chebyshev | 23324.866009 | 1.050349
40 Manhattan | 28535.130887 | 1.043059
50 Manhattan | 38381.291276 | 1.060434
60 Euclideana | 43788.249202 | 1.025196
70 Chebyshev | 51652.051637 | 1.028443
80 Chebyshev | 57414.932003 | 1.055119
90 Manhattan | 66018.774724 | 1.021112
100 Mahalanobis | 71004.066112 | 1.028866
110 Mahalanobis | 78963.96325 | 1.017863
120 Euclideana | 85301.394856 | 1.020554
130 Chebyshev | 92715.653673 | 1.009594
140 Chebyshev | 97305.490881 | 1.047053
150 Euclideana | 105429.765347 | 1.017068
160 Manhattan | 110148.724788 | 1.020295
170 Chebyshev | 118548.576964 | 1.016565
180 Chebyshev | 123479.358254 | 1.018063
190 Chebyshev | 130483.59005 | 1.025648
200 Chebyshev | 136759.624044 | 1.00992
210 Euclideana | 143542.34744 | 1.006011
220 Euclideana | 149513.344961 | 1.024699
230 Euclideana | 156374.939349 | 1.02089
240 Euclideana | 162244.227039 | 1.00597
250 Mahalanobis | 167704.732769 | 1.022984

A figura, 23 exibe a relacdo entre a raiz dos erros quadréticos médios € a taxa de so-
breposicdo do teste para todas as simulagdes. E possivel perceber uma relagdo linear entre
as variaveis da forma RMSE = 0,890399647814 — 1.57702077289 - T', com coeficiente de
correlacdo r = —0,796061173087 e coeficiente de determinacio r* = 0,633713391297,



Figura 23 — Relacdo entre a taxa de sobreposicao e a raiz dos erros quadraticos médios, para
diferentes valores de %" (agrupamentos de maior indice de Dunn)

. Taxa de sobreposicao maxima (7) vs. erro na estimativa (RMSE)
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5 CONCLUSOES

Este trabalho apresentou o CISM, uma metodologia de selecdo de itens para aplicacao de
Testes Adaptativos Informatizados que se utiliza do agrupamento por similaridade de itens. Na
forma descrita neste trabalho, o CISM independe do método de agrupamento por similaridade
empregado, assim como de qualquer informacdo referente ao tema do teste, contanto que os
itens nela empregados possuam seus parametros sob o modelo logistico de 3 parametros da
Teoria da Resposta ao Item estimados.

Representados por tais parametros, o agrupamento dos itens foi realizado utilizando
algoritmos de agrupamento tradicionais, como o k-means, o Ward k-means e algoritmos aglo-
merativos por ligacdo simples, média, por média ponderada e completa, sob diversas medidas
de distancia. Os resultados dos diversos agrupamentos foram avaliados através da soma da
variancia intra-grupos e do indice de Dunn, dois indices de validagdao de agrupamento. Foi
constatado que as diferentes medidas de distincia tiveram resultados semelhantes no processo
de agrupamento, devido a alta densidade dos parametros dos itens.

Em seguida, os agrupamentos que obtiveram os melhores valores nos indices de valida-
cao foram utilizados pela metodologia proposta de selecao de itens, o CISM, em uma série de
simulagdes de testes adaptativos, a fim de avaliar seu desempenho. Os agrupamentos que tive-
ram a menor variancia intra-grupos foram decorrentes do uso do Ward k-means, uma variante
do k-means cuja inicializacdo dos centroides € feita através do uso do algoritmo aglomerativo
por fungdo de Ward na realizagcdo da do particionamento inicial dos dados. Os resultados de
agrupamento que obtiveram o maior indice de Dunn foram aqueles decorrentes do algoritmo
aglomerativo por ligacdo completa, devido a sua tendéncia em separar grupos que tendem a se
alongar.

Durante as simulacdes de testes adaptativos, onde os agrupamentos com maior indice
de Dunn e menor soma de variancias intra-grupos foram utilizados como entrada para o CISM,
foram fixados diversos valores gradativamente maiores para a taxa de exposi¢do méaxima dos
itens, com o objetivo de mensurar a precisdo nas estimativas das proficiéncias dos individuos e
a homogeneidade de uso do banco de itens sob diferentes restricdes de exposi¢cdo dos itens. Os
resultados dos experimentos demonstraram que os agrupamentos de menor soma de variancias
intra-grupos resultaram em testes adaptativos com medidas mais previsiveis que os agrupamen-

tos com maior indice de Dunn.
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O controle da taxa de sobreposicdo, por sua vez, resultou no aumento do erro das esti-
mativas das proficiéncias dos examinandos, sendo demonstrada a alta correlagdo negativa entre
essas duas varidveis. Desta forma, foi observado que o nimero de grupos no qual o banco de
itens € particionado pode ser utilizado como parametro para controle da taxa de sobreposi¢ao
do teste, tendo como efeito colateral o aumento no erro da estimativa das proficiéncias. Quanto
menor o nimero de parti¢cdes feita na base, menor a taxa de sobreposicdo do teste e maior
0 erro na estimativa; aumentando-se o nimero de parti¢des, a taxa de sobreposi¢cdo aumenta,
diminuindo-se o erro. Caso o nimero de parti¢des alcance um valor muito alto, o CISM comeca
a se comportar como o método de escolha de itens por mdxima informacao, tendo precisao ma-
xima nas estimativas, porém desconsiderando o controle das taxas de exposi¢do dos itens e,
consequentemente, da taxa de sobreposi¢ao do teste.

Em uma base de 500 itens, o CISM foi capaz de controlar a taxa de sobreposicao do
teste quando os itens sdo agrupados em até 50 grupos, ou seja, % do tamanho total da base.
Esta fracdo ndo pode ser considerada uma regra na escolha do nimero de grupos para bases
com diferentes nimeros de itens, porém espera-se que o nimero maximo de grupos passivel de
uso pelo CISM seja dependente do tamanho da base.

Como trabalhos futuros, aponta-se a possibilidade do uso do agrupamento por simila-
ridade dos itens na criacdo de blocos de itens, os quais podem ser aplicados em conjunto aos
examinandos, aumentado a precisdo da estimativa de suas proficiéncias nas imediagdes da es-
cala de proficiéncias que aquele grupo de itens representa. Também aponta-se a incorporagdo
ao CISMde métodos de controle de exposi¢do de itens disponiveis na literatura.

O estudo do uso do agrupamento por similaridade de itens representados por parametros
de diferentes modelos da TRI (e.g. multidimensionais ou com menos parametros) também ¢é
uma drea que merece ser estudada, assim como o uso desses agrupamentos na aplicacido de

Testes Adaptativos Informatizados, em conjunto com o CISM ou ndo.
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Neste apéndice, sdo exibidos os valores da soma das variancias intra-grupos e do indice
de Dunn para os diferentes algoritmos de agrupamento aplicados no trabalho, separados em
diferentes medidas de similaridade.

A figura 24 exibe as somas das variancias intra-grupos (W) para os diferentes algoritmos
empregados no experimento de agrupamento, separados pelas diferentes medidas de distancia
utilizada na base de parametros em questdo. Como os resultados para a base normalizada foram
muito semelhantes aos resultados na base original, os resultados para a base normalizada foram
omitidos. E possivel perceber a queda nos valores de W conforme o aumento do nimero de
grupos. Também € possivel observar maior variancia em todos os algoritmos quando a distincia
de Mahalanobis € utilizada, devido a sua propensdo em gerar grupos elipsoidais. Nao houve
combinagdo de medida de distancia e nimero de grupos que resultasse em queda significativa
da soma das varidncias. E possivel perceber, no entanto, desempenho superior do algoritmo
aglomerativo por fun¢cdo de Ward e do Ward k-means, devido a tendéncia dos algoritmos que
utilizam a fun¢@o de Ward em minimizar a variancia intra-grupos.

a figura 25 exibe os valores do indice de Dunn para os agrupamentos realizados com
os diferentes algoritmos, utilizando diferentes medidas de distancia. Novamente, a medida de
distancia empregada teve pouco efeito na busca por valores maiores do indice de Dunn. Os
algoritmos, por sua vez, demonstraram resultados diferentes entre si: o k-means e o algoritmo
aglomerativo por ligagdo simples tiveram os resultados mais baixos do indice. O k-means tem
como objetivo a minimizacdo das variancias intra-grupo, porém um valor alto do indice de
Dunn depende adicionalmente da separag@o entre os grupos, algo que o k-means ignora em seu
processo de convergéncia. Ja o algoritmo aglomerativo por ligacdo simples tende a criar grupos
“alongados” (JAIN; DUBES, 1988), aumentando o diametro dos grupos e, consequentemente,
diminuindo o indice de Dunn. O algoritmo que teve o melhor resultado foi o algoritmo aglome-
rativo por ligacdo completa, devido a sua tendéncia em néo criar grupos alongados, diminuindo
assim o didmetro dos grupos e alcancando maiores valores no indice de Dunn. Os demais algo-
ritmos ndo possuem como caracteristica principal a criagdo de grupos compactos ou separados

entre si, portanto tiveram valores intermedidrios no indice.



Figura 24 — Soma das variancias intra-grupos dos diferentes algoritmos aplicados, utilizando
diferentes medidas de distancia na base estudada
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Figura 25 — Indice de Dunn dos diferentes algoritmos aplicados, utilizando diferentes medidas

de distancia na base estudada
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