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RESUMO

Este trabalho discute o uso da Programacgdo Linear como alternativa para a solucao de proble-
mas de controle 6timo de sistemas dinamicos lineares no espaco de estados de tempo discreto
onde os elementos do vetor de controle sdo as varidveis livres de projeto. Como o vetor de
estado num instante qualquer de amostragem pode ser escrito como uma combinagao linear do
vetor de controle e das condi¢des iniciais, essa forma resulta na estrutura padrao dos proble-
mas de Programacao Linear. A fun¢do objetivo pode ser adaptada para o problema particular
de otimizagdo que se pretende resolver. Um dos objetivos possiveis em problemas de controle
6timo € a minimizacdo da somatéria do médulo do controle em cada instante de amostragem.
Uma outra possibilidade é a maximizagao da velocidade média de percursos para indiretamente
resolver problemas de tempo minimo. Essas e outras fungdes objetivo sdo facilmente colo-
cadas na forma padrdao do problema de Programacgdo Linear, ou seja, como uma combinag¢do
linear do vetor do controle. Como o estado em um instante é fun¢cdo das condi¢des iniciais,
€ possivel incorporar restricoes do estado em qualquer instante. Um estudo de caso foi usado
para discutir algumas possibilidades dessa alternativa. Para tanto o controle de tempo minimo
de movimentacao de um sistema carro-péndulo real de um grau de liberdade foi considerado in-
cluindo também a minimizacao da somatdria do médulo do controle. O problema do esforgo de
controle foi tratado explicitamente na fun¢do objetivo e o problema de tempo minimo foi tratado
de forma indireta por meio de uma simples busca nos instantes de amostragem. Restricdes de
angulo nulo nos extremos foram incorporadas além de outras restricdes fisicas do problema.
Para compensar os inevitdveis erros de modelagem e disturbios, a trajetdria 6tima foi mantida
dentro de uma precisdo pré-estabelecida por um sistema de controle em malha fechada, com
uma ac¢ao do tipo avango. Como o modelo do sistema carro-péndulo € nio linear, suas equagdes
foram linearizadas para se poder aplicar a técnica. Os resultados obtidos ilustram que de fato a
técnica analisada € bastante simples, poderosa e conclusiva, uma vez que os métodos de solugao
numeérica da Programac¢do Linear sdo sempre conclusivos quanto a existéncia de uma solugao.

Palavras Chave: Programacio Linear. Controle Otimo. Controle de Tempo Minimo. Controle
Anti-oscilatério.



ABSTRACT

This work discusses the use of the Linear Programming as an alternative for solving optimal
control problems of linear dynamic systems described in the discrete time state space where
the elements of the control vector are the design free variables. Since the state vector at any
sampling time can be written as a linear combination of control vector and initial state vec-
tor, a standard Linear Programming problem results. The cost function can be adapted to the
particular optimization problem to be solved. One possible goal in optimal control problems
is minimizing the sum of the absolute values of the control at each sampling time. Another
possibility is to maximize the mean speed to indirectly solve a minimum time problem. These
and other cost functions are easily formulated in the standard Linear Programming framework,
i.e., as a linear combination of the control vector. Since the state in a certain time is a func-
tion of the initial state vector, it is possible to include linear constraints on the states at any
time. A one-degree-of-freedom linear crane model was considered to illustrate this alternative
approach. The minimum control effort has been addressed explicitly in the cost function and
the minimum time problem has been achieved indirectly by solving a series of minimum-effort
problems with decreasing final time until feasibility could no longer be achieved. Restrictions
of null angle and angular velocity at the extremes were incorporate in the design specification
as well as other physical constraints. In order to compensate for the unavoidable modeling er-
rors and disturbances, the optimal trajectory was kept within a prescribed precision by means
of a closed loop system with a feed-forward action. Results obtained illustrate that, in fact, the
technique is simple, powerful and conclusive as the numerical solution of Linear Programming
problems guarantees existence and convergence to a global optimum.

Keywords: Linear Programming. Optimal Control. Time Control Low. Anti-oscillatory Con-
trol
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1 INTRODUCAO

O problema de controle 6timo de guindastes vem recebendo aten¢do da comunidade
cientifica por causa da inegdvel relevancia pratica. Vérias abordagens tem sido propostas e para
tratar do problema de tempo minimo e elas se diferenciam, por exemplo, em fun¢ao do modelo
matematico, das restricdes a serem satisfeitas e do indice de desempenho a ser minimizado ou

maximizado. Alguns destes trabalhos citados a seguir, formam a base deste estudo.

Cheng e Chen (1996) estudam a otimizacdo de movimenta¢do de uma ponte rolante,
com atencdo ao aumento do tempo de translacdo, bem como aos problemas de seguranca
pela oscilacdo da carga. Para atingir angulos pequenos, e também para incorporar a pro-
priedade incerteza do sistema, um controlador robusto foi desenvolvido. O controlador pro-
posto, combina uma abordagem de linearizac@o por realimentacdo e um esquema de controle
de tempo de atraso. O controle do tempo de atraso € aplicado para completar a linearizagdo por
realimentacao de um sistema nao-linear sob a influéncia da incerteza. Definindo adequadamente
a relacdo entre entrada / saida, permite-se o cancelamento robusto da incerteza e a inser¢ao da

dindmica desejada pode ser realizada.

Auernig e Troger (1987) discutem uma solugdo aplicada a descarga de navios, com o
tempo minimo de transferéncia de uma carga, a partir de um ponto inicial em repouso e um
ponto terminal onde ele € obrigado a estar em repouso novamente. A solucdo para controlar
tanto o movimento de translacdo do carro, como da elevacao da massa é dada pela modelagem
das caracteristicas mecanicas e elétricas do sistema. Utilizando o principio do méximo Pontrya-
gin, o problema de controle ndo-linear € resolvido analiticamente com discussdo detalhada das

solucoes.

Em Lee (2004) faz-se um estudo mais aprofundado do projeto com base na dinamica
do balan¢o de carga de uma ponte rolante bidimensional, onde o teorema de estabilidade de
Lyapunov € utilizado como ferramenta matematica. Partindo do estudo em um tnico plano, é
determinado o comportamento do sistema. Entdo um novo anti-balanco no plano de ordena-
mento do movimento € projetado para uma ponte rolante bidimensional. Finalmente, o novo
anti balanco do movimento € aplicado a um guindaste aéreo tridimensional, baseado na relagdo
geométrica entre uma ponte rolante tridimensional, e o seu homdlogo bidimensional. Como re-
sultado, o método proposto evita resolver a dinamica do balanco de carga de uma ponte rolante

tridimensional que € muito mais complexo que de um sistema bidimensional.

Chen, Hein e Worn (2007) estudam as condicdes de controle anti balanco na rapida
transferéncia de cargas suspensas livremente. Eles propdem uma forma de compensar a aceleracao

aplicada ao sistema, objetivando minimizar o problema. O método descrito € aplicado em
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malha aberta, onde o controle normalmente restrito ao plano horizontal envolve também acdes

no plano vertical, com o objetivo final de facilitar sua aplicacao.

Posteriormente Dhanda e Franklin (2007) discutem estratégias de controle para os prob-
lemas de redugdo de vibragdo em um sistema. O estudo € apresentado como um problema
de controle 6timo, onde as vibragdes generalizadas sdo dadas. Dois processos sdo apresen-
tados, onde tanto a fun¢do objetivo € minimizada com um determinado tempo de resposta,
como o tempo de assentamento também € minimizado com uma restri¢ao sobre o valor exigido.
O critério de selecao depende do conhecimento prévio do sistema do tempo de estabilizacdo

aceitavel.

A automacdo de uma ponte rolante aplicada na montagem de elementos modulares em
um processo industrial € estudada e aprimorada no trabalho de Garrido et al. (2008). A partir de
uma ponte rolante convencional, modernizada com instalacdo de servomotores e sensores para
a aplicacdo das estratégias de controle propostas, a saber a implementacao de dois algoritmos
independentes para a otimizacao do processo. Estes algoritmos sdao usados para minimizacao do
erro de posicionamento das cargas e também, para implementar o controle anti-balanco durante

o transporte e parada.

No estudo efetuado por Cruz, Leonardi e Moraes (2008) desenvolve-se, a partir das
equagdes obtidas por Auernig e Troger (1987), uma discretizacdo do percurso de uma ponte
rolante para o controle 6timo para tempo minimo, levando em consideracao um modelo variante

no tempo.

O controle de uma ponte rolante utilizando técnicas de programacgao linear na busca
de minimizacdo o tempo de translacio € efetuada por Souza (2009). As equagdes dindmicas
nao lineares foram linearizadas a partir de pequenos angulos de oscilagdo, obtendo assim a
solucdo de tempo minimo considerando como varidveis de controle, as fungdes temporais que
descrevem a forca aplicada no carro e a velocidade de icamento da carga. A programacao linear
neste caso € aplicada na determinagdo do vetor de controle 6timo, com o problema de con-
trole de tempo minimo formulado a partir das restricdes de velocidade do carro, da velocidade

maxima de icamento e da maxima forca que € aplicada ao carro.

Ainda nesta linha de trabalhos sobre controle em ponte rolantes, Nassif, David e Gomes
(2010) trazem uma nova contribui¢do na andlise do modelo ndo linear resultante da aplicacao
do controle 6timo e uma proposta de um modelo nao linear resultante da aplicacao de leis de

controle diversas, com o auxilio do método de realimentacio de posi¢do.

Percebe-se uma lacuna deixada pelas referéncias, onde o vetor 6timo resultante, ap-
resenta uma unica funcio objetivo, seja na minimizag¢do do tempo , maximizacio da veloci-

dade, imposicdo de angulo de carga nulo, etc. Propde-se aqui o aumento da abrangéncia na
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determinacdo do vetor 6timo, na busca de mais de uma minimizagdo. Otimizar o esforco de
controle e do tempo de translagdo, em um mesmo vetor 6timo € uma contribui¢cdo aos trabalhos

citados.

Para este estudo de caso, considera-se que uma das importantes operagcdes de transporte
por meio de um guindaste € a otimiza¢dao do movimento da origem até o destino, satisfazendo
tanto as restri¢des do equipamento como as de cinematica do movimento. O transportador pode
ser considerado basicamente como um sistema carro-péndulo (veja ilustracdo da Figura 1),
onde o comprimento 1 do péndulo € normalmente varidvel, independentemente do movimento

do carro, representando o icamento.

=2

Figura 1: Diagrama esquemdtico de um guindaste.

Uma das dificuldades com as técnicas de otimizacao é quando ha restricdes nas extrem-
idades, tal como € o caso do problema de transporte de um guindaste. Por exemplo, o regulador
linear quadratico gera uma lei de controle 6timo em que o estado final ndo pode ser pré deter-

minado. Esta limitac¢do € discutido por exemplo, por Bemporad, Borelli e Morari (2002).

Bemporad, Borelli e Morari (2002) estudam a abrangéncia de aplica¢do da programacao
linear em controle 6timo, apresentando alguns modelos para a obten¢do do controlador. O
foco do estudo estd na reducao do numero de varidveis, pois a reducdo impacta diretamente
no aumento do nimero de restricdes, fazendo com que o ndmero de regides associadas com o

mapeamento de controle aumente exponencialmente.

O uso da Programacgdo Linear como alternativa para a solucdo desse tipo de problema
de controle 6timo € discutido neste trabalho. Supondo que o sistema dindmico seja linear no
espaco de estados e de tempo discreto. Neste cenério os elementos do vetor de controle discreto
sdo as variaveis livres de projeto. Como o vetor de estado num instante qualquer de amostragem
pode ser escrito como uma combinacao linear do vetor de controle e das condicdes iniciais, essa

forma resulta na estrutura padrdo dos problemas de Programacdo Linear (PL).

A funcdo objetivo pode ser adaptada para o problema particular de otimizacao que se

pretende resolver. Um dos objetivos possiveis em problemas de controle 6timo € a minimizagao
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da somatdria do médulo do controle em cada instante de amostragem. Uma outra possibilidade
¢ a maximizagdo da velocidade média de percursos para indiretamente resolver problemas de
tempo minimo. Essas e outras funcdes objetivo sdo facilmente colocadas na forma padrao do
problema de Programacao Linear, ou seja, como uma combinagdo linear do vetor do controle.
Como o estado em um instante € funcao das condig¢des iniciais, € possivel incorporar restri¢des

do estado em qualquer instante.

Ainda dentro deste foco, a obten¢do do modelo matematico que represente o sistema é
de extrema importincia na determinacdo do vetor 6timo. Diversos formalismos podem ser apli-
cados para sua obten¢do. Schiehlen (1997) apresenta uma revisao sobre a dindmica de sistema
multicorpos, aprofundando os estudos no formalismo da descri¢do desses tipos de sistemas.
Para tal, ele levou em consideracio os fundamentos da mecanica cldssica através das equacoes
de Newton com uma associacdo ao método de Euler. Essa associacdo € denominada como o

formalismo de Newton Euler para modelagem mecanica de um sistema.
1.1 Objetivo

O objetivo geral deste trabalho € realizar a modelagem e o controle de tempo minimo de
movimentagao de um sistema carro-péndulo real de um grau de liberadade incluindo também a

minimizac¢ao da somatéria do moédulo do controle, por meio da Programacgdo Linear.

O ciclo de transporte inicia-se e termina em posi¢des dadas. Para tornar os ciclos inde-
pendentes, considera-se que a carga esteja em repouso tanto no inicio como no final do ciclo.
Além disso, ndo ha icamento durante o movimento do carro. Uma estratégia obviamente mais
eficiente seria fazer o icamento durante o trajeto, porém neste trabalho pretende-se mostrar
as potencialidades da metodologia, aplicando a um sistema em escala piloto que ndo possui

icamento motorizado.

Os objetivos especificos sdo:

a) Incorporar explicitamente o problema do esforco de controle na fun¢do objetivo;

b) Resolver o problema de tempo minimo de forma indireta por meio de uma busca nos

instantes de amostragem;

¢) Incluir restricdes de angulo nulo e velocidade angular nula nos extremos, além das

restri¢des fisicas do problema;

d) Compensar os inevitaveis erros de modelagem e distirbios por um sistema de con-

trole em malha fechada.
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1.2 Estrutura do Trabalho

No capitulo 2 € feita uma revisdo bibliogréfica dos principais topicos necessarios neste

estudo:

a) Modelagem matematica de sistemas fisicos pela aplicacdo do formalismo Newton

Euler;
b) Métodos numéricos para obtencdo de trajetoria tima em controle;

¢) Programacdo Linear.

A metodologia proposta neste trabalho € apresentada no capitulo 3 e ilustrada por meio de um

exemplo numérico.

No capitulo 4, mostra-se a aplicagdo da técnica a um sistema carro-péndulo para um
problema de controle 6timo de tempo minimo, incluindo as vdrias restri¢des fisicas do sistema

real.

Finaliza-se com uma discussao e conclusdes no capitulo 5, que analisa os resultados

obtidos.
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2  FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo faz-se um resumo dos principais assuntos que dao base a esta pesquisa.
Como a planta a ser controlada é um sistema mecénico, uma breve revisdo sobre a modelagem
de sistemas mecanicos € apresentada. Na seqiiencia, discute-se o problema de controle 6timo
e, por fim, como a técnica utilizada neste trabalho baseia-se na Programacao Linear, faz-se

também uma apresentacdo dos seus conceitos basicos.
2.1 Modelagem de Sistemas Mecanicos

Um trabalho discutindo o formalismo da dindmica de sistemas multicorpos € a seguir
resumido. Para a modelagem do sistema mecanico em questao neste trabalho e para a obtengao
das equacgdes de movimento correspondentes, utiliza-se o método dos sistemas multicorpos e o

formalismo descrito por Schiehlen (1997).
2.1.1 Modelagem e formalismo

Sistemas multicorpos sdo compostos por um conjunto finito de elementos, tais como
corpos rigidos e/ou particulas, rolamentos, juntas e suportes, molas e amortecedores, atuadores

e forca e/ou atuadores de posigao.

Os sistemas multicorpos tem de ser descritos matematicamente por equagdes de movi-
mento para a andlise dinamica e apresentadas utilizando-se um nimero minimo de coordenadas

generalizadas para uma representacao unica do movimento.
2.1.1.1 Cinemética de Sistemas Multicorpos

De acordo com o diagrama de corpos livres de um sistema mecanico, inicialmente deve-
se omitir todas as restri¢des e o sistema resultante de P corpos apresenta 6P graus de liberdade
no espago. A posi¢do de cada corpo € dada em relacio ao referencial inercial pelo vetor 3x1 do

centro de massa,

T
ri= | ri1 rip I3 ’ i:1727"'7p (1)

e o tensor de rotacdo de dimensdo 3x3,
Si:Si (aivﬁivyi)’ (2)

escrito para cada corpo. O tensor de rotacdo S; depende de trés parametros independentes, como
por exemplo, os angulos ¢, fB;,%. O vetor de coordenadas de translagao, com dimensdo 3p e

o de coordenadas de rotacdo com dimensao 3p, podem compor um unico vetor de posi¢ao de
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dimensao 6p,
T
X=\|ry r2 n3 rno... o B }’p] : (3)

As equacdes (1) e (2) podem agora ser reescritas como,

ri:ri(x), S,’ZS,'()C). (4)

Em seguida, para um sistema com ¢ vinculos holénomos, adiciona-se g equacdes algébricas

de vinculos, escritas na forma explicita ou implicita por,
=x(11) ou  ®(x1) =0, (5)
respectivamente, onde y € o vetor de coordenadas generalizadas,

T
Y=y oy vz o )’f] : ©)

em que f é o numero de graus de liberdade f = 6p — q. Entdo, a partir de (4) e (5) pode-se

escrever a posi¢ao e rotacdo de cada corpo em funcao de suas coordenadas generalizadas,
ri:ri(yvt)a Si:Si(y7t) (N

A partir da equacdo (7), pode-se obter a velocidade v; e a rotagcdo @,

or; or;

Vi:f”iza iT}" a—tlZJTi()’»f))”rVi(y»f), (8)
dsi . ds; .
W =S5 = a v+ E = Jgi (y,t)y+ ; (y,t). 9

As matrizes de dimensdo 3xf, J7; e Jg; definidas em (8) e (9) sdo as matrizes Jacobianas
de translacdo e rotacdo do sistema, respectivamente. Mais adiante elas serdo utilizadas para
determinagdo das equagdes de movimento. O vetor de rotacdo infinitesimal S; , utilizado em
(9), é obtido analiticamente a partir do tensor de rotagdo simétrico de 3x3, Schiehlen (1997).
Entretanto, a matriz Jg; pode ser obtida também através de andlise geométrica do vetor veloci-

dade angular @;, com os respectivos angulos a;, B;ie ;.

As aceleragdes sdo obtidas derivando-se as velocidades em relagdo ao tempo.

o dv; dv;
Cli:JTi(yJ))"l‘a y+—=- 3 (10)
8@ aco
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2.1.1.2 Equagdes de Newton Euler

Para a efetiva aplicacdo das equagdes de Newton-Euler em um sistema multicorpo, o
diagrama de corpo livre deve ser aplicado novamente. As equagdes de Newton-Euler para cada
corpo no referencial inercial sdo dadas pela aplicagdo do Teorema do Movimento do Baricentro

(TMB) e do Teorema do Momento Angular (TMA) para cada corpo,

mivi:f;'e+f;'r7 i:1727”'7p (12)

Il'Ci),'-l-a)i/\Ii(Di:lie-i-ll-r, i=1,2,---,p (13)

a inércia de cada corpo € representada pela massa m; e pelo tensor de inércia I; de dimensao 3x3,
relativo ao centro de massa C; de cada corpo. As forgas e torques aplicados de (12) e (13) f¥ e If
originam-se das leis de forca e torque devido a existéncia de molas, amortecedores, atuadores,
peso, etc. As forgas e torques de reacdo f/ e I de dimensdo 3x 1, aparecem devido aos vinculos
cinemdticos entre os corpos. Elas podem ser reduzidas por matrizes de distribuicdo para as
forcas de reacdo generalizadas. O nimero de for¢as de reacdo generalizadas € igual ao nimero

total de restricdes g no sistema,

A= 2 a2 (14)
a matriz de distribuicdo 3xg
F=F(y1), (15)
em que
fi =FA, li = FiA, (16)

para cada corpo. As forgas de reacdo e as matrizes de distribuicdo, sdo obtidas por meio da

andlise geométrica ou também podem ser obtidas analiticamente.

As equacdes de Newton Euler de todo sistema podem ser escritas a partir de (12) e (13)

na seguinte forma,
MY+ (v.y,t) =G (v,y.1) + OA A7)
As propriedades de inércia sdo escritas na matriz diagonal 6px6p

A:/I:diag{ mE myE - I - IP} (18)

em que a matriz identidade E de 3x3 € utilizada. Os vetores de forca de 6px1, §¢ e g¢, represen-

tam as forcas de Coriolis aplicadas, respeitando as forcas de restricao, respectivamente dadas
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por,

a=| T 1 zHT. (19)

A matriz J de 6px f é a matriz Jacobiana global,
_ T
J:[JTTI 7O Jgp] , (20)
e a matriz Q de 6pxg, é a matriz global de distribuigio.

2.1.1.3 Equagdes de Movimento

Para se obter as equagdes de movimento de sistemas holdnomos com o menor nimero
possivel de equagdes, utiliza-se o principio de D’ Alembert, segundo o qual, o trabalho virtual

das forcas e momentos de rea¢do € nulo, ou seja,

JTQ0=0. 21

Isto é obtido por meio da pré multiplicacio de (17) por J7 ou, de outra forma, multiplica-

se a esquerda pela matriz Jacobiana transposta, tem-se
M (y,1)y+k(y.y,1) = q(y,9.1). (22)

Por meio deste formalismo, reduz-se o nimero de equacdes de 6p para f e a matriz
de massa M (y,t) fica simétrica e positiva definida com, M (y,t) = J' MJ > 0, sendo que as
forcas e os troques de reag@o sdo eliminados. Os vetores k de dimensdo fx1 representam as
forcas generalizadas de Coriolis, e o vetor ¢ de dimensdo fx 1, inclui as forcas generalizadas
aplicadas. A equacdo (22) também pode ser obtida através de equagdes de Lagrange do segundo

tipo, entretanto o procedimento é computacionalmente menos eficiente.
2.1.2 Exemplo Aplicado a um Péndulo Livre Fixo

Para ilustrar o formalismo adotado na derivagdo das equagdes de movimento, utiliza-se
o modelo de um péndulo simples. Considere o sistema da Figura 2 e o seu diagrama de corpo

livre.

Apresentando uma Unica massa pontual com movimento plano, sua posicao € descrita

T
r:[xl )’1} .

O sistema possui um grau de liberdade e a coordenada generalizada escolhida foi o angulo da

simplesmente por,

barra do péndulo com a vertical

y=9].
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mg

Figura 2: Péndulo livre de base fixa e seu respectivo diagrama de corpo livre

Pode-se agora escrever o vetor de posicao, as forgas aplicadas e as forgas vinculares em

fun¢do da coordenada generalizada ¢

[sen 0 —by sen
= ¢ ; fe = ; fV = ¢
—lcos ¢ ~ —mg ~ by cos ¢
forcas aplicadas forcas vinculares
A velocidade se obtém diferenciando-se a posi¢do em relagdo ao tempo.

i 1§ cos ¢
a [@sen ¢

Podemos determinar a matriz Jacobiana por

. [
A U J=[ ¢]
VN4 Isen ¢
J nulo

Para a aceleracdo pode-se escrever.

= ;[a]:[f]:J[dj]—i—

1§ cos ¢ —1P%sen¢
1§ send + 1 $?cos ¢

—1¢%send
+1¢%cos ¢

Pelo Teorema do Movimento do Baricentro (TMB), mi* = X f] + f7,

lcos ¢ .
" [ lsen¢ ] [(P] M

MIS+q =4 +q

—1¢%sen¢ B 0 N —g1send
+1¢%cos¢ | | —mg g1 cos ¢
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Pré multiplicacdo por J7 resulta em

Icos¢ | .. —1¢*sen¢
[lcosq) lsen(])]m ¢—|—[lcosq> lsenqb}m :
Isen¢ +1¢%cos ¢
— g1 send (23)
:[lcosq) lsen(l)] +[lcos¢ lsengb]
—mg g1 cos¢
zero
Resolvendo a equacgdo (23), obtém-se
ml*¢ = —mglsen =
§=—"seng, (24)

que € a equacdo de movimento para um péndulo simples.
2.2 Controle Otimo

O problema de controle 6timo, como € visto neste trabalho, se resume a encontrar uma

trajetdria de controle que minimiza uma funcao objetivo sujeita a uma série de restri¢des.

Em problemas que envolvem plantas com dinamica linear, € possivel obter a lei de con-
trole 6timo por integragdo numérica de uma equacdo diferencial. Um outro método aplicado
na solucdao do problema de controle 6timo € obtido pela aplicagdao do principio do minimo de
Pontryagin. Em geral, porém, a abordagem variacional leva a problemas nao lineares de valor
de contorno em dois pontos que nao podem ser resolvidos analiticamente para obter a lei de

controle.

Um breve resumo dos conceito necessdrios para aplicacio de controle 6timo, extraidos

do livro de Kirk (1998) segue objetivando revisar as necessidades para este trabalho.

A formulacao de um problema de controle 6timo requer:

a) Descri¢cdo matematica (ou modelo) do processo a ser controlado.
A partir de um modelo matematico da planta, o objetivo € a obtengdo de uma descri¢ao
adequada para predi¢do da resposta para sinais de entrada que serdo impostos ao sis-
tema. Restringindo a descricdo de nosso sistema por meio de equacdes diferenciais

ordinarias, na forma de variaveis de estado, temos,

x1(t),x0(t), -, x,(2),

que sdo as varidveis de estado, ou simplesmente estados do processo no tempo ¢, e

up (1), up(t), -,y (t)
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sdo as entradas de controle do processo no tempo ¢, e o sistema pode ser descrito

pelo sistema de equacdes diferenciais de primeira ordem

xl(t):al(x1<t)ax2(l)7"'7xn(t)7u1(t)7u2(t)7"'7um(t)7t)
xz(l):aZ(xl(t)axz(t)v"'7xn(t)7u1(t)7u2(t)7"'7um(t)7t)
(25)
xn(t):an(xl(t)>x2(t)>"'7xn(t)’u1(t)>u2(t)7"'7um(t)7t)
Define-se -~ ~
x1 (1)
X (t
| 20
| (1) ]
como sendo o vetor de estado do sistema, e
uy (1)
up (t
| =0,
| um (1) ]
o vetor de controle. A equagdo de estado pode ser escrita entdo da forma
X(t)=a(x(r),u(r),1) (26)

Deve-se ainda considerar duas definicdes que serdo aplicadas posteriormente. Para o

sistema descrito pela equagdo (26), com 1y <7 <ty =t € [t(), tf]

a) O histoérico dos valores de entrada durante o intervalo [to, t f] , € indicado por u e

recebe o nome de histdria de controle, ou simplesmente controle;

b) O histérico dos valores de estado durante o intervalo [to, tf}, € chamado de tra-

jetodria de estado e indicado por x.

Graficamente na Figura 3 pode-se observar a fungdo x e o valor da fungao x;,),

Determinacdo das restricoes fisicas do sistema.

Restricdes sdo limitagdes fisicas as quais os sistemas estdo vinculados. Portanto,
todas as limitagdes devem ser respeitadas em todos os intervalos de tempo. Caso
contrério, o sistema nao ird realizar a funcao determinada.

A trajetdria de estado que satisfaz as restricdes das varidveis de estado no intervalo de
tempo [to, tf] € chamada de trajetéria admissivel. Do mesmo modo, se uma trajetoria

de estado admissivel x, e x € X, entdo a trajetdria x € admissivel.
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A X(t)

x(t1)

v

to t tf

Figura 3: Representagdo grafica da fung@o x e do valor em #; de x(; )

O conceito de um sistema ser admissivel é bastante importante, pois ele reduz a
faixa de valores que podem ser escolhidas para os estados e controles. Ao invés de
considerar toda a historia de controle e suas trajetorias para ver quais sao os melhores
(de acordo com algum critério), investiga-se apenas as trajetorias e os controles que

sao admissiveis.

c) Especificacdo dos critérios de desempenho desejados.

A fim de avaliar quantitativamente o desempenho do sistema, deve-se inicialmente
selecionar uma medida de desempenho. Um controle 6timo € conhecido como aquele
que minimiza (ou maximiza) a medida de desempenho. Em certos casos, a formulacao
do problema pode indicar diretamente a escolha de uma medida de desempenho, en-
quanto que em outros problemas, a sele¢cdo é uma questio subjetiva. Por exemplo,
para um problema que solicita a transferéncia do sistema do ponto A para o ponto
B, o mais rapido possivel, indica claramente que o tempo de processo deve ser min-
imizado. Por outro lado, se a condi¢ao imposta for posicao e velocidade do sistema
proximos a zero, com o menor esfor¢o de controle, a medido de desempenho desta
condi¢do ndo € imediata.

Para cada caso de controle 6timo, deve-se definir os requisitos de desempenho antes

de definir o desempenho 6timo.

2.2.1 Problema de Controle Otimo

Deve-se buscar como controle 6timo, um u* admissivel que faz com que o sistema
Xy =a(x(t),u(t),t) (27)

acompanhe uma trajetéria admissivel x* e minimize (maximize) o desempenho determinado

Iy
J:h(x(tf),tf)—|—/g(x(t),u(t),t)dt, (28)
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em que u* € chamado de controle 6timo e x* da trajetéria 6tima.

Nao € possivel saber antecipadamente se um controle 6timo existe, ou seja, pode ser
impossivel encontrar um controle para o qual o sinal de entrada seja admissivel e faca com que
o sistema siga uma trajetéria admissivel. Existindo o sinal de controle 6timo, ele pode ainda
nao ser unico. Controles 6timos ndo exclusivos podem complicar os cdlculos computacionais,
mas permitem a possibilidade de optar entre varias configuracdes do controlador. Isto gera
um grau de liberdade que € certamente ttil para o dimensionamento do controle, pois, pode-se
entdo, considerar outros fatores que podem nao ter sido incluidos na medida do desempenho

originalmente.

Finalmente, quando podemos afirmar que u* faz com que a medida de desempenho seja

minimizada, dizemos que,

1y 1y
= (x* (t7) , tf) +/g(x* (t),u* (1), t)dt < h(x(tf),1f) +/g(x(t), u(t), t)dt  (29)

para todos u € U, que fazem x € X. A desigualdade acima demonstra que o controle 6timo € a
trajetoria 6tima. Como busca-se o minimo absoluto, ou global de J, € ndo o minimo local, uma
das maneiras de se determinar o minimo global é determinar todos possiveis minimos locais e
escolher um ou mais que produza o menor valor para J.

2)

3eu®

[lustra-se graficamente a solu¢do deste problema, pela Figura 4, onde uM u@ 4B eyl
sdo todos minimos locais de J, mas para o ponto u(!) o valor de J é o menor entre todos, sendo

este o minimo global ou absoluto.

A

Regido de controle admissivel |

J*

v

Uy e &) @

Figura 4: Representagdo de otimizagdo de solugcdo em controle 6timo

Se o objetivo for a maximizacdo de alguma medida de desempenho do sistema, estas
mesmas teorias se aplicam, minimizando os negativos desta medida e determinando-se os re-

sultados agora maximizados.

Resta ainda a discussdo sobre métodos matemaéticos para determinar o vetor de controle
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a e trajetoria 6tima de um sistema. Betts (2001) discute algumas dessas possibilidades.
2.2.2  Exemplo de Controle Otimo

Um carro inicialmente parado no ponto O, deve ser conduzido em linha reta, afastando-
se da origem (veja esquema da Figura 5 ). A distancia entre a posi¢@o do carro € o ponto O, no

tempo é definida por J(z).

! g

Figura 5: Esquema do problema de controle 6timo

Para simplificacdo deste modelo, aproxima-se o carro a um ponto de massa unitaria, que
pode acelerar usando o acelerador ou desacelerar usando o freio. A equacdo diferencial € dada

por,
J(1)=a(t)+B (1), (30)

onde a € o controle de acelera¢do e B € o controle de desaceleragdo. Selecionando posi¢do e

velocidade como variaveis de estado, vem,

x(O290) e x(t)29() 31)

I >
| >

wy (1) =0 (r) e up(t)=P (1) (32)

Para as equacdes de estado, temos,

X (1) = x2 (1)

5 (33)
X (1) = uy () +uz (1)
ou, utilizando a nota¢c@o matricial
01 00
x(r) = x(1)+ u(t (34)
(7) [0 o] (7) [1 1] (7)

que € o modelo matematico do processo em forma de espaco de estados.

Considere que o carro parte de O e para sobre o ponto e, entdo temos as seguintes

restricdes de estado. Se 7y € o tempo para a posi¢do 0 e 77 € o tempo para o carro chegar a e,
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entdo temos as seguintes restricoes de estado

x1(tg) =0
(70) 35)
xi(ty) = e
c,
X2 (t9) =0
(70) 36)
% (1) =0
Na forma de nota¢ao matricial, com as condi¢des de contorno,
0 e
x(tg) = =0 e x(tr) = ) (37)
=1, tr)=1,

Assumindo que o carro nao retorna em nenhum momento, temos as restri¢des adicionais

0<u(t) <M

(38)
—M> <up (Z‘) <0

Sabe-se que a aceleracdo apresenta um limite superior, que depende da capacidade do
motor que € a aceleragdo mdxima e M; > 0 e a desaceleracio maxima é M, > 0, entdo os

controles devem satisfazer,

0<x(t)<e

39
OS)CQ(l) %)

Além disto, se o carro inicia com G litros de combustivel e ndo ha postos de reabastecimento a
caminho, outra restri¢ao é,
Iy

/[kwl (I) ~+ kpxp (l‘)]d[ <G (40)

Io

Assumindo que o consumo de combustivel é proporcional a velocidade e a aceleracdo,

que determinam entdo as constantes kj € k.

Quando o vetor de controle satisfaz as restricdes impostas dentro do intervalo de tempo
[to,tf] , € dito que o controle ¢ admissivel. Do mesmo modo, quando a trajetéria satisfaz as

restri¢des no intervalo de tempo [to, t f] , diz-se que a trajetoria é admissivel.

Retornando ao problema proposto do automoével, supondo que o objetivo seja efetuar

0 percurso no menor tempo possivel, entdo a medida de desempenho ocorre no intervalo de
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tempo dado por

Jztf—t(), “4n

Desta forma a medida de desempenho sera calculada por

J=h(x(ty),tf) +/g(x(t),u(t),t)dt. 42)

To

Deve-se entao encontrar o vetor #* admissivel que imponha ao sistema
x(t) =a(x(r),u(t),1), (43)

seguido de uma trajetéria admissivel x* que minimizam a medida de desempenho

J:h(x(lf),ff)+/g(x(t)au(t)’t>dt7 (44)

onde u* é chamado de controle 6timo e x* € a trajetoria 6tima.

Quando tem-se um u* que faz com que a medida de desempenho a seja minimizada

diz-se que
J* h *(tr) ,tr) +/g ),0)dt < h(x(ty),ty) —|—/g u(t),n)de,  (45)
Reescrevendo o problema,

; (46)

com o conjunto de valores dos estados X parcialmente determinados pelas condicdes de con-

torno,
e
X(l‘())zo, x(tf): [0], 47)
com as desigualdades,
0<xg (Z‘)Se 48)
0<x (1)
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O conjunto de valores admissiveis para o vetor de controle U, é limitado pelas restri¢des,

0<u(t) <M

; (49)
My <uy (l‘) <0

e restricoes de desigualdade,

Iy
[l )+ () <G, (50)
lo
completam as possiveis descri¢des de estados e controles admissiveis. Estas condi¢cdes devem
ser satisfeitas a0 mesmo tempo em que a equacao (45) € otimizada, obtendo-se desta maneira o

vetor de controle 6timo.
2.3 Programacao Linear

A programacdo linear surgiu como um importante ramo da programacdo matematica
com uma vasta aplicagdo pratica. Inovacdes da tltima metade do século passado fizeram com
que os algoritmos de programacdo linear sejam eficientes e favoraveis para a resolucao de
uma larga variedade de problemas envolvendo questdes de decisdo. Exemplos de aplicagdo
sdo no planejamento da distribuic@o e produgdo industrial, no planejamento de curto prazo em

aproveitamento hidrelétricos, nas decisdes ligadas as politicas econdmicas de governos.

Sado aspectos positivos a considerar o fato de a programacao linear ser uma teoria de
otimizacao significativamente completa, de existirem cédigos para computador podendo supor-

tar problemas de grande dimensao.
2.3.1 Solugdo Grafica de Programacao Linear

A programacdo linear é um caso particular do problema geral de otimizagdo estdtica.
Para se utilizar esse método, a funcdo objetivo precisa ser uma funcao linear das varidveis de
decisdo e as restricoes também precisam ser lineares. Esse problema pode ser descrito por meio
de uma minimiza¢do ou maximizacao de um indice de desempenho que € fun¢do linear sujeito

a restricoes de desigualdade também lineares.

A forma gréfica € mais ilustrativa para se descrever um problema de programacao lin-
ear, entretanto isso sO € possivel para até trés varidveis. Considere o exemplo a seguir para
ilustrar o procedimento de descri¢ado de um problema de programacao linear elementar com

duas variaveis de decisdo x; e x;, apresentado por Colin (2007).

a) Identificacdo da Regido Viavel.

Para solucdo grafica com duas varidveis utiliza-se o plano cartesiano, representando

as varidveis do problema. As varidveis x| € x; representam os eixos do plano carte-
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siano. Suas restricdes definem o que é chamado de regidao vidvel, ou seja, regiao
onde a solucdo dtima deve estar. A regido vidvel é determinada utilizando-se to-
das as restri¢des do problema. As restricdes de ndo negatividade, estabelecem que a
solucdo 6tima deve estar apenas na regido onde as varidveis assumem valores posi-

tivos. Pode-se observar na Figura 6 a regido vidvel de um sistema com duas variaveis.

X2

Regido viavel considerando
as restricdo de nao negatividade

—— x2 >0

I .

Figura 6: Regido vidvel com restricdes de ndo negatividade

Introduzindo-se uma restri¢ao para xp, temos sua representacao na Figura 7.
X2

Regido viavel considerando
as restricéo de:

- ndo negatividade

- restricdo de x1

X1

Figura 7: Introdugdo da restri¢ao de x;

Uma restri¢ao para x, também pode ser imposta, agora de uma forma dependente de

x1, resultando na Figura 8.

X2 Regiéo viavel considerando
as restrigdo de:
- ndo negatividade
- restricdo de x1
- restricdo de x2

X1

Figura 8: Introducéo da restricdo de x,

Finaliza-se impondo ainda uma restri¢ao para uma interrelacao entre x e x,, mostrado

na Figura 9.
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X2 Regido viavel considerando

as restricao de:

- ndo negatividade

- restricdo de x1

- restricdo de x2

- restricdo de interagdo entre x1 e x2

/X1:A

Xp =B-kiA

/

X2 =C-xq

> X4

Figura 9: Introducio da restricdo de interagdo entre xj ex;

Portanto a Figura 9 apresenta a regido viavel deste problema.

Determinagao da Funcdo Objetivo.

ApOs o estabelecimento da regido vidvel, o proximo passo € a determinacdo das

curvas de nivel que representam a fun¢do objetivo.

E necessrio identificar os dois pontos em que as curvas de nivel da fungio objetivo
tém o mesmo valor. Em funcdo das equagdes de restricdo que determinaram a regiao
vidvel, podemos determinar os pontos (x(,0) e (0,x(5)), que determinam o segmento
de reta Z,. Do mesmo modo pode-se determinar infinitos segmentos de retas para

Zy,Zy, ..., como visto na Figura 10.

X2

Zn

Z2
Z1

(0.x2) 20

(x1.0)

Figura 10: Construcdo das curvas de nivel

Determinac¢ao do Ponto Otimo.

Como todas as retas z sdo paralelas, na forma z = kx| + kpx2, basta identificar qual

delas maximiza a fun¢do como na Figura 11.

Pela evolucgdo das curvas, podemos calcular os valores de zg, z1, ..., 2, € observar que
a medida que a curva se desloca, o valor de z aumenta ou diminui. Portanto o ponto
de maximo aquele para o qual alguma curva de nivel tocara a regido vidvel, quando
a movimentamos para cima. Na Figura 11 fica sobre um dos vértices do poligono,

que forma a regido viavel. O ponto de maximo ¢é indicado por (x1,x;) = (a,b)
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X2

S(X1,X2)=(a’b)

/z:f(a,b)

Aumento de z

Zn

Z4

X1

Zo
Figura 11: Determinacio grafica do ponto de maximo
2.3.1.1 Forma Geral de um Problema de Programacdo Linear
Ap6s o problema formulado, ele deve ser colocado em um formato padrao.

Para a maximizagao, a forma padrao € dada por

Maximizar f(x1,x2, -+, X,) = c1x1 +C2X3 + -+ + CpXp

ayxy+apxy+---+apx, < bp
. ax1x1 +anxy + -+ agxy < by
Sujeitaa

am1 X1+ amaXx2 + -+ 4 Xy < by

Onde ¢}, b, ea;j,com (j=1,2,...,n;i=1,2, ..., m) sdo pardmetros conhecidos, e x;

sdo variaveis de decisdo.
2.3.1.2 Transformacdo da Fun¢do Objetivo

A maximizagdo de uma fung¢@o do tipo f(xy, xp, - -+, x,) € equivalente & minimizagdo do

negativo da mesma fung¢do, ou seja,
minimizar { f (x1,x2, - ,X;) = c1x1 +cax2 + -+ CpXn },
€ equivalente a
maximizar {— f (x,x2, -+ ,X) = —C1X] — C2X3 — =+ — CpXp }-

Esta transformagdo permite que para qualquer problema, a fun¢@o objetivo possa ser formatada

como uma funcio a ser minimizada ou maximizada.
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2.3.1.3 Trocando uma Desigualdade

Uma desigualdade do tipo > por ser transformada numa desigualdade do tipo <, multiplicando-

se os dois lados da desigualdade por -1. Por exemplo:
ag1 X1+ agpx2 + -+ -+ agpXn < —by
a multiplicacdo por -1 gera

—Qp1X] — QX2 — *++ — QgpXn = by

2.3.2 Exemplo de Problema de Programacao Linear

Um exemplo cldssico de uma rede de transportes é apresentado a seguir.
Uma empresa possui duas unidades produtoras de um determinado bem de consumo. A fabrica
1 possui capacidade produtiva mensal de 15 unidades, enquanto a fabrica 2 tem a capacidade
de 25 unidades.
O mercado para estes produtos sdo basicamente 3 grandes centros consumidores, sendo o custo
de transporte entre as fabricas e os centros consumidores, bem como a capacidade de consumo

entre estes mercados apresentados nas Tabelas 1 e 2 que seguem.

Tabela 1: Custo de transportes entre Fabricas e Mercados

’ H Mercado 1 ‘ Mercado 2 ‘ Mercado 3 ‘
Fibrica 1 $10 $3 $5
Fabrica 2 $12 $7 $9

Tabela 2: Capacidade de Consumo dos Mercados

Mercado 1 | Mercado 2 | Mercado 3
20 10 10

Deve-se determinar qual a melhor distribui¢do dos bens produzidos para atender a de-
manda de mercado, com o menor custo de transporte.
Para tanto, iniciamos a solu¢do determinando a fungdo objetivo do problema que, neste caso,

devera ser minimizada.
fObjetiVO(min) = 10a1; +3a1y + Sa13 + 12a,1 + Tazy + 9ay; (1))

em que ap,daj»,a3,ds1,d, a3 sao as variaveis de decisio, com as restri¢oes:

a) Da capacidade das fabricas.

ajg+ap+aiz=15 (fébrical)
(52)
apy + ax +axz = 25 (fébrica2)
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b) Do mercado de consumo.

ayy +az; =20 (mercado 1)
ayy +ax = 10 (mercado 2) (53)

a3 + a3 = 10 (mercado 3)

¢) Das variaveis.
ai, aiz, iz, azi, ax, axz =0 (54)

Note que a funcao custo € linear nas varidveis de decisao, porém as restri¢cdes nao estao
na forma padrdo do problema de programacao linear. Isso pode ser contornado, reescrevendo

as restricoes da seguinte forma:

ajg+app+ajz=15

ax1 +ax +axy =25

|
=
VAN
=)

—da
—ais (55)
—aj

—a?

INCINCIN NN
o © o o o

|
Q
)
»

O custo mensal de transporte minimizado resulta em $340, com fluxo dos materiais

produzidos e com destinos mostrados na Tabela (3).

Tabela 3: Resultado Otimo

Mercado 1 | Mercado 2 | Mercado 3
Fabrica 1 0 5 10
Fabrica 2 20 5 0

A producdo da fabrica 1 deve ser encaminhada em 5 unidades ao mercado 2 e 10
unidades enviados ao mercado 3. Para a fébrica 2, destina-se 20 unidades produzidas ao mer-
cado 1 e as 5 unidades restantes ao mercado 2. Deste modo o total de produtos fabricados
mensalmente € distribuido ao mercado consumidor pelo menor custo de transporte possivel,

determinado pela PL.
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3 METODOLOGIA PROPOSTA

Neste capitulo mostra-se como um problema da controle 6timo de um sistema dinamico
linear de tempo discreto representado no espaco de estados pode ser colocado na forma padrao

de um problema de programacao linear.
3.1 Modelo de Programacao Linear Aplicado a Controle Otimo

Considere o sistema dindmico de tempo discreto com periodo constante de amostragem

T, descrito no espago de estado

X(k+1) = valor futuro do vetor de estado x
A = matriz do sistema
X(k+1) =Axq) +Bugy emque X(x) = valor do vetor de estado x (56)

B = matriz de entrada

u(ry = valor atual do vetor de controle u

Para cada instante k7', com k =0,1,2....

X(1) =Ax(0) + B u()

X) = Axm +Bug) = A [Ax(o) +B u(o)] +Bug) = Azx(o) +A'B U (o) +A°B u)

xXi3) =Axp) +Bup =A [Azx(o) +A'B U(0) +A’B u(l)} +Bu(y) (57)
= A’x(0) +A*Buig) +A'Buy) +A’Bugy

Portanto, para um instante n7T qualquer podemos escrever.

X(n) = AnX(O) —|—A”_1Bu(0) +A" 2B Uy +--- +A'B U(n—2) +A°B Up—1)

X(n) = A"x(0)+ [A"'BA"?B---A'BA°B]

X(n) :FX(O) +GU
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De tal forma que.

F =A"
G= [A”"B A"2B ... AlB AYB
U(0)
ug)
U — )
Un—2)
L Un—1) i

Note-se entdo que € possivel representar o modelo dindmico na forma de um problema
de PL, por meio de restri¢des do tipo AX = B que podem incluir as condigdes iniciais x(g) € X(,)
do instante nT .

GU =x(,) —Fx(
AX =B
em que,
A=G
X=U

B= X(n) — FX(O)

Para restricdes nos estados que se apresentem com desigualdades do tipo x(m) > 1 ,

num instante m, podemos escrever:
X(n) = F X(0) + G U (58)

F1X(O)+G1 Uy =2n
GiU =2n _le(o)
A1Xy) > By

Note-se que a dindmica do sistema foi representada por meio de restri¢des lineares sobre
o vetor de controle. Para se definir o problema de PL completamente resta apenas escrever
uma funcgdo linear de custo sobre as mesmas varidveis. A escolha da func¢ido custo depende
do problema de otimizagdo que se pretende resolver. Por exemplo, pode-se maximizar uma

velocidade média de um percurso ou minimizar o combustivel para percorrer um dado percurso.

Como 1ilustragdo, considere um problema elementar de um sistema escalar com um
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tnico estado descrito por x(;;1) = lx() + I u(), onde buscamos determinar o valor das en-
tradas u,r), para os cinco primeiros instates de amostragem (0 a 5T), de forma a respeitar as
restri¢des a seguir no estado inicial, final e no valor maximo do controle. Considere, sem nen-

huma motivag@o pratica, que o problema de otimizagdo seja minimizar o valor de estado x(3),

X(O) =2
X(S) =10
lul <10

a partir da equagao ( 58)

X(5) = 15x(0) + [P 21t 1] 1) ue)

Substituindo os valores numéricos do problema, resulta
10=24u) +uq) +ue) tue) +uw
(o) +un) F i) Fue) Fue) =8

A restri¢do |u| < 10 no controle deve ser respeitada em todos os instantes, entdo:

(o) > —10 U(0) < +10
I/l(l) > —10 u(l) < +10
U(2) >—10 e U() < +10
U(3) > —10 ues) < +10
Uy = —10 Ug) < +10

Para minimizar o estado x(,), escreve-se a fungdo custo como sendo,

=0
J= 12X(0) + 11 1 Z10)) + 101 Uy

Sendo x(p) uma constante, minimizar a fungéo 12x(0) + lllu(o) + lolu(l), € equiva-
lente a minimizar 1! lu) + lolu(l). Assim, € possivel escrever uma funcdo custo como uma

combinacao linear do vetor de controle.

J=ug) tugq)



Adicionalmente considera-se a restri¢do |x| < 10, para qualquer instante, entdo:

a) Para x(j), podemos escrever:

x(y = o)+ [1°]-[1] - [0

—10<2+u(0)<10 = {
b) Parax() :

U
X@2) = 12)6(0) + [ 1! 10} . [1] . [u( )]
(1)

—10<2+u(0)—|—u(1)<10 = {

8
—1O<2—|—u(0)—|—u(1)—|—u(2)<10 =
—U(0) —uq) — ) < 12

d) Para x4 :

Xy = xg+ 1P 1210 1°] - [1]-

w) +uy +up)+uE) <
—10 <2+u) +uq)+up)+up <10,= {(0) H)TH@)THE)

THo) TH) TH@2) T H)

e) Paraxs):

8
<12

41



42

x(s) = Pxy+ 1P 12111 [1]- | upy

—10< 2—|—u(0) +ugy +up)tug) Fug) < 10
N U(0) + u) + u) + u3) -+ ug) <8
—U(o) — (1) —U(2) ~U3) T U4 S 12

3.1.1 Exemplo de Aplicacdo

Com a func¢do custo (objetivo) e todas as restri¢des, pode-se resolver o problema de
programagdo linear por meio, por exemplo, de um aplicativo. Este exemplo foi resolvido com

o MatLab (veja apéndice A).

A simulagao da solu¢do encontrada, foi feita no ambiente Simulink (ver Figura 12) e os

resultados da simulag@o s@o apresentados na Figura 13

VASCO1.MDL

10

h 4

C | t Display

Clock To Workspace '

To Workspace1

y(n)=Cx(n)}+Du(n)

x(n+1)=Ax(n)+Bu(n)

i

Repeating Discrete State-Space
Seqguence

h 4

L

Scope

Zero-Order
L ]

Hold
Scope1

Figura 12: Simulagdo no ambiente Simulink

Verifica-se que o sinal x(k) atinge o valor esperado quando k = 4, que o sinal de controle
estd dentro dos limites mdximo e minimo especificados e que todos os estados respeitam as

restricdes impostas.

Este exemplo ilustrou como se pode colocar a equagdo de estado de tempo discreto de

um sistema linear na forma padrao das restri¢des de um problema de programagao linear. Aqui a



Sinal de Saida y(n)
gerado no Simulink

T

Figura 13: Resultado obtido pela simula¢do no ambiente Simulink
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func¢do objetivo continha meramente o estado x(;) que deveria ser minimizado, porém inimeros

problemas podem ser descritos por meio de uma funcao objetivo linear no controle.
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4 ESTUDO DE CASO

O presente estudo de caso foi usado para se discutir o uso da PL na solugdo de prob-
lemas de controle 6timo. Ele envolve o controle de tempo minimo de movimentacdo de um
sistema carro-péndulo real de um grau de liberadade, incluindo a minimiza¢@o da somatéria do
modulo do controle. O problema do esfor¢o de controle foi incorporado na funcdo objetivo e o
problema de tempo minimo foi tratado de forma indireta por meio de uma busca nos instantes
de amostragem. Restricdes de angulo nulo nos extremos foram incorporadas além de outras
restricoes fisicas do problema. Para compensar os inevitdveis erros de modelagem e disturbios,
a trajetdria 6tima € corrigida por um sistema de controle em malha fechada, com uma agao
do tipo avanco. Como o modelo do sistema carro-péndulo € ndo linear, suas equagdes foram

linearizadas para se poder aplicar a técnica.
4.1 Modelagem Mecanica

O modelo esquematico do sistema em estudo € apresentado na Figura 14, similar ao
utilizado por ??). A diferenca do sistema aqui considerado e aquele usado por ??) reside no
fato de ndo considerarmos relevante o momento de inércia do tambor de acionamento do cabo e
os momentos de inércia das rodas do carro, condi¢des estas necessarias para dimensionamento

da motorizagdo elétrica, ndo contemplada neste trabalho.

FT mT|—>XT
l >dr-\ o |

mcqQ

Figura 14: Diagrama esquematico do sistema carro-péndulo

Em que,

a) Fr = Forca aplicada ao carro;
b) mr = massa do carro;
¢) xr = posi¢do do carro;

d) mp = massa da carga;
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e) [ = comprimento do cabo de transporte da carga;

f) ¢ = angulo de oscilacdo da carga;

g) T = tragdo no cabo.

O modelo é composto por um carro com rodas que desliza sobre trilhos e apresenta
deslocamento apenas no sentido horizontal. Preso ao carro existe um sistema de icamento de
carga, permitindo variar a distdncia da massa ao carro.

Desta forma, a planta possui trés graus de liberdade, a posi¢ao do carro, o dngulo formado entre

a vertical e o cabo de suspensdo da massa e a distncia entre a massa e o carro.

As coordenadas dos dois corpos podem ser descritas por,

=[x x ow ] (59)

sendo,
X» — posicao relativa ao carro sobre 0 €ixo X
X1 — posic¢do relativa a massa da carga sobre o eixo x

y1 — posicao relativa a massa da carga sobre o eixo y

O vetor de coordenadas generalizadas é

YZ[XT () Z}T (60)

Descreve-se sua posi¢do como segue.

XT Fr —Tsen¢
r=| —lseng+xr | ; f°= Tsen¢ ; f1=10] (61)
lcos ¢ mpg — T cos @

Diferenciando o vetor de posi¢ao em relacio ao tempo, obtém-se o vetor de velocidade.

X7
v=i= | —Isen¢ —Idcos ¢ +xir (62)
Icos ¢ —Idsend

Podemos determinar a matriz Jacobiana a partir da igualdade para sistemas escleronomos

i =Jy, obtendo
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xr ajl ap as Xr
—Isend —Ipcos ¢ +xr | = | a1 axn ax ¢ (63)
iCOS ¢ — ld)sen(]) a3zl azpy dasjs l
“ -~ ~ N —
7 J y
ajp =1

Xr = ayir +apd +ail =< ap =0
a3z =0
ar; =1
—Ising — 1§ cos ¢ + %1 = axiir +and +axl = < aypn = —lcos
a3 = —sen@
a1 =0
[cos ¢ —Idsend = aziir +and +assl = { ap = —Isen

asz =cos ¢

Resultando na matriz Jacobiana [J] = J e na matriz Jacobiana Transposta [J]" = JT

1 0 0 1 1 0
J=11 —lcos¢p —sen¢ e JT=10 —lcos¢p —Isen¢ (64)
0 —Isen¢ cos¢ 0 —sen¢ cos@

O vetor de aceleracao resulta da diferenciacdo do vetor velocidade, como,

Xr
F=v=a=| —Isen —Idcos ¢ —Idcos ¢ —Icos ¢ +I19%send + it
[cos ¢ —Idsend —idsend —IPsend — P> cos ¢
Xr
F=| —isen¢ —2idcos ¢ —IPcos ¢ +1d%send +ir (65)
[cos ¢ —2ipsend —IPsend —1p>cos ¢

Aplicando o TMB, Ma = f¢+ f*
=~

zero
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1 0 0 Xr 0
M| 1 —lcos¢p —send ¢ | +M]| —2ipcosd+I1d%sen¢
0 —Isen¢ cos¢ [ —2i¢send —1$>cos ¢
N ~ N\ / ~ ~ g
I j K
Fr—T sen¢
= T sen¢
mpg — T cos ¢
fe
mr O 0 1 0 0 Xr
0 my O 1 —lcos¢ —sen¢ o |+
0 0 my 0 —Isen¢ cos@ I
~\~ ' ~\~ /h\/-/
M i j
B (66)
mr 0 O 0 Fr —Tsen ¢
0 my O —2[¢cos ¢ +1¢sen¢ | = T sen¢
0 0 my —2idsend —I1¢>cos ¢ mrg — T cos ¢
M K fe

Aplicando o recurso de multiplicacdo pela esquerda por J7, para eliminar as forcas

vinculares que particularmente neste caso sdo nulas,
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1 1 0 mr 0 O 1 0 0 Xr
0 —lcos¢ —lsen¢ 0 mg O 1 —lcos¢ —sen¢ o |+
0 —sen¢ cos¢ 0 0 my 0 —Isen¢ cos¢ I
(. ~ 7\ ~ /G ~~ ) R
.lT M J y
A
1 1 0 mr 0 O 0
0 —Icos¢ —Isen¢ 0 my O —2lpcos ¢ +1d>sen¢ | =
0 —sen¢  cos¢ 0 0 m —2i¢send — 1§ cos ¢ (67)
I’ Y b4
B
1 1 0 Fr—Tsen¢
0 —lcos¢p —lsen¢ Tsen¢
0 —sen¢ cos ¢ mpg — T cos ¢
c

Resolvendo o termo A da equagdo.

1 1 0 mr 0 O 1 0 0 Xr
A= |0 —lcos¢ —lsend 0 my O 1 —lcos¢ —sen¢ )
0 —sen¢p cos¢ 0 0 mg 0 —Ilsen¢ cos@ I

mr my, 0 1 0 0 Xr

A= | 0 —Impcos¢ —Impsen¢ 1 —lcos¢ —send )

0 —mysen¢  mypcos @ 0 —Isen¢d cos¢ I
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mr +mg —Imypcos @ —Impsen @
—Imycos ¢ +%mycos® ¢ + Pmpsen® ¢ +Imyser¢cos ¢ — lmy sen¢cos o
A= Py 0
0 +Impsen gcos ¢ —Ilmpsendcos @ +mpcos® o+ mysen’ ()
I 0 my i
Xr
p
i
mr4mp, —Ilmpcos —mpsen@ Xr
A= | —Impcos¢  PPmy 0 ¢
—mp sen ¢ 0 my, I
k1 (mrymp) — ¢lmyg cos ¢ — Impsen ¢
A= —irlmyg cos ¢ + ¢lPmy (68)
—Xrmpsen ¢ + Imy
Resolvendo o termo B da equacdo.
1 1 0 mr 0 O 0
B=|0 —Ilcos¢ —Isen¢ 0 my O —2[¢ cos ¢ +1P>sen ¢
0 —sen¢d cos¢ 0 0 my —2i¢send —I1p>cos ¢
mr mr, 0 0
B=1 0 —Ilmpcos¢ —Impsen¢ —2i¢cos ¢ +1d>sen ¢
0 —mrsen¢  mpcos ¢ —2i¢send —1¢>cos ¢
i my, (—2i cos ¢ + 1§2sen ) ]
+2ligmy cos® ¢ + 2li¢mysen* ¢ —I>$*mpsentcos d + 12> cos ¢
B= +2z‘1';zsmL

+2lgmpsentcos ¢ — 2ldmpsengcos ¢ — [$*mysen ¢ — 1>my cos® ¢

—192my,

my, (—Zf(ﬁ cos ¢ + [¢>sen (l))
B= 2limg ¢ (69)

—19>my,
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Resolvendo o termo C da equacdo.

1 1 0 Fr—Tsen ¢
C=10 —lcos¢p —lsen¢ T sen ¢
0 —sen¢ cos¢@ mpg — T cos ¢
Fr —Tsen® + Tsent

C— —Tlcos¢sen + Tlcospsenp — Impgsen ¢
—Tsen® o — T cos® ¢ +mypgcos @

-~

-T

Fr
C= —Impgsen ¢ (70)
—T +mpgcos @

Recompondo A + B = C ou, ( 68) + ( 69) = ( 70), resulta no sistema:

i1 (mrymp) — @lmyg cos ¢ — Impsen
—Xrlmycos ¢ + (ﬁlsz +

—Xrmpsen ¢ + Imy

mp, (—2[¢ cos ¢ +1P*sen¢) Fr
2limy @ = —Impgsen¢
—1¢*my —T +mpgcos ¢

X7 (mpymp) — @lmy cos ¢ — imysen ¢ +my, (—2I¢ cos ¢ + 1§>sen ¢) =Fr
—Xrlmy cos ¢ + (ﬁlsz + 2llmL(Z5 = —Impgsen@

—Xrmpsen ¢ + Imy — l¢52mL =—T+mpgcos ¢

Ap6s simplificacdo chega-se a

X1 (mrymp) — @lmy cos ¢ — Impsen ¢ +my, (—21¢ cos ¢ + 1¢>sen ¢) =Fr
—Xrcos ¢+l +2[¢p = —gsen¢ (71)

. . T
—jirsen¢ +1—1¢> = —— +gcos ¢
my,

Num problema de movimentagdo anti-oscilatoria, espera-se que com a lei de controle

obtida a amplitude maxima do dngulo de oscilagdo seja pequena (< 5°), portanto as aproximagdes
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(a) e (b) a seguir sdo vélidas. Note-se também que num sistema mecanico, as frequéncias en-
volvidas sdo baixas, fazendo sua derivada ser ainda menor. Desta forma, a aproximacao de (c),

um termo de segunda ordem também € razodvel.

a) sen¢ ~ ¢;
b) cos¢ ~ 1;

c) ¢>=0.

Resultando nas seguintes equacoes,

)'éT (mT+mL) — dilmL — lmL¢ — 2le(P = FT (72)
—ir+¢1+20¢ = —g¢ (73)
= tg (74)

mp,

4.1.1 Simula¢do Numérica

De uma maneira bem simples, a partir das equagdes obtidas no modelo, pode-se simular
o resultado da posicao apresentada pela carga em movimento, que é descrita pela identidade

matematica (73).

Esta equacgao relaciona o angulo de oscilacdo da carga em fun¢ao de duas varidveis, a
aceleracao imposta ao carro e o comprimento do cabo de carga. Considerando como constante o
comprimento do cabo, portanto deixando de ser uma varidvel no tempo, nossa equacao permite

a simplificacdo que segue

—¥r + ¢l +20d = —g¢
+Ol+20p +gp =it
com [/ dado, logo sua derivada € zero, anulando o termo +21 ¢) e resultando:
+d5l + g¢ = XT

ou, apresentada de outra forma:
1 +g0=u
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Representando este sistema em espaco de estados, temos:

Xy =¢ X =x
= )'czzu_lgxl
X1 B 0 1 X1 0
) = g 0 + 1 u
X /i X2 /i

yZ[l 0} 2 +[0]u

Numericamente, com os valores obtidos do sistema carro-péndulo utilizado,

X1 0 1 X1 0
= + u
b %) 78,48 0 X3 8
X
y=[1 o[ |40
X2

Na Figura 15, mostra-se a resposta temporal do angulo de oscilagdao a uma excitacao do

tip degrau unitdrio no instante 50s.

1

0.9

0.8

0.7+

Angulo [rad]
o o o o
w i o o
T T T T

o
[N
T

0.1

50
tempo [s]

Figura 15: Posicdo angular da carga, apés aplicacdo de uma excitacdo a degrau

Note que, como o modelo ndo contempla amortecimento, a resposta € harmonica. En-
tretanto, essa forca de dissipacao pode ser facilmente adicionada ao modelo como € mostrado

na secao seguinte.
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4.2 Modelo Considerando Dissipacao

O angulo de oscilagao ao longo do processo, € reduzido pela acao da forca de arrasto
da massa no ar, no caso do sistema carro-péndulo. Neste estudo de caso aqui aplicado onde é
utilizado uma haste rigida de sustentacdo da massa, deve ser incluso o atrito viscoso no mancal
de apoio. Estes efeitos compostos ao longo do tempo diminuem o angulo de oscilacao de seu

valor maximo até zero, devendo ser considerados no modelo.

Aplicando-se no formalismo utilizado, a equacdo de interesse que se refere ao angulo de

carga em fun¢do da forca aplicada ao carro (73), resulta

No caso real, as dissipagdes ocorrem principalmente devido a0 momento resistente que
surge no arrasto da carga, na forma do produto da for¢a pela distancia da massa ao centro de

giro. Substituindo as dissipa¢des por — = —K¢, em que K é uma constante que englobe o
my,

comprimento do cabo e a massa da carga, e desprezando o termo 2/¢, temos

u=1p+Ko+g¢ (75)
X =0 £ =x2
:)b:u—ngm
Xy =0 y=0¢=x
i 0o 1 X1 0
IXZI:['*h K e lh]u
y=|1 o}[i; 0] u

. —-K . .
Numericamente, agora adotando para a relacdo - = 1, apenas para ilustrar o efeito
das forcas de dissipagdo, ja que o valor real serd determinado posteriormente. Na Figura 16,

mostra-se a resposta temporal a uma excitacao tipo degrau onde pode-se perceber o efeito do

amortecimento.
X1 0 1 X1 0
= -+ u
X —78,48 —1 X 8
(76)
X
yz[lo]ll +[0]u

X2
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Figura 16: Angulo de posicio da carga, considerando perdas

4.3 Determinacao do Vetor Otimo

Com objetivo de gerar o vetor 6timo necessario para aplicagdo ao sistema, algumas

definicOes complementares sdo necessdrias.

a) Determinacdo da fungdo objetivo.

A fungdo objetivo escolhida neste processo € o esfor¢o de controle.Entende-se aqui
por esforco de controle a soma em mdédulo dos valores de controle.

Matematicamente, em um sistema discretizado a somatoria dos vetores u(,), resulta
na funcdo objetivo. Quando vinculamos o vetor de controle a fungdo objetivo dentro
da PL, este sera minimizado e por conseqii€éncia resultard na minimizag¢do do esforco
de controle. Resta ainda um ajuste a ser executado, pois nesta aplicacdo o sinal de
controle assume valores positivos e negativos para controle da posi¢ao do carro. Nao
sendo possivel no ambiente de PL a somatéria de médulo de valores, utiliza-se de o
artificio matemadtico para extracao do modulo, que permite a determinacao do esforco
de controle. Este artificio encontra-se aplicado no apéndice B, mas € apresentado um

resumo do método.

J=u(N+1)4+u(N+2)+---+u(2N)

com as restricoes
u(l) <u(N+1), —u(l) <u(N+1) a7
u)<u(N+2), —u2)<u(N+2)

u(N) <u(N+N), —u(N)<u(N+N)
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b) Vetor de Estado Aumentado.

Embora as equagdes (75) e (76) representem o comportamento dinamico do péndulo,
resta ainda incorporar o modelo cinemadtico do carro para se poder impor a restricao
de posi¢do e velocidade final do carro. Isto € feito com a insercdo de dois novos

estados x3 e x4, que descrevem posi¢do e velocidade do carro. Desta forma, temos:

xX1= ¢ angulo da carga x| = X2
x» = ¢ velocidade angular da carga Xy = w
X3= Xr posicao do carro X3 = X4
X4 = XT velocidade do carro X4 = u

Com as condig¢des iniciais x(to) e finais x; 1)

=
\S)
~—~ N T~
S
— N
I
o o o O
=
\S}
A/_\QA
~
~— ~— ~—
I
()

Resultando na equacgao de estado:

E 1 oo|[x] [ o]
: o/l —k/I 0 0 1/1
0| | ek ol |,
X3 0 0 01 X3 0
X4 0 0 00 X4 1

o
X
y:[looo] 2| 4 [0u
x3
X4
Numericamente temos:

(o] [ o 1 ool [x] [o]

o 7848 -1 0 0 | | x 8

— —|— u
X3 0 0 01 X3 0
X4 0 0 00 X4 1
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X1

y=[100 0] 2 0u

X3

X4

c) Restri¢des de Velocidade e Aceleragao.

As restricoes proprias do equipamento utilizado para ensaios, sao
Velocidade méaxima do carro, vmax < 2m/s
Aceleragdo maxima do carro, amax < 0,9 m/ 52

que sao restrigdes do sistema;

d) Determinacdo do Problema de Tempo Minimo.

A PL admite uma tnica funcio objetivo. E proposto neste trabalho a minimizagio
do esforco de controle e a minimizagao do tempo de operagdo. Tendo sido o esforco
de controle escolhido como a varidvel a ser minimizada na funcao objetivo, o tempo

minimo € obtido por um processo independente da PL.

A partir de um determinado ndmero de instantes qualquer, correspondente ao tempo,

a PL indica em seu resultado se o vetor calculado pode ou nio realizar o controle.

4.4 Simulacao da Trajetoria Otima de Controle

Nesta se¢do faz-se uma andlise das solucdes 6timas encontradas. A equacao de estado
foi discretizada com um tempo de amostragem 7 = 15ms e o vetor de controle 6timo obtido
para um numero N arbitrario de instantes. O programa em MatLab apresentado no apéndice B

determina o vetor de controle 6timo, para um determinado nimero de instantes N.

O problema de tempo minimo € resolvido por meio de um busca no nimero de in-
stantes de amostragem necessarios para se atingir a posicao final do carro. Fixando-se algu-
mas varidveis, como a distancia percorrida pelo carro e o comprimento do cabo, ao pesquisar

solu¢des com variacao de ndimero de intervalos, observa-se as situacdes que seguem:
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Numero de periodos de amostragem muito elevado
A trajetéria 6tima de controle foi gerada para um niimero de periodos de amostragem

elevado, neste caso (N = 200), com os resultados apresentados na Figura 17.

[m/s4]

-0.5 -

aceleragédo

-1

‘ﬂ n

0.1

0.08—
0.06

[m/s]

0.04

velocidade

0.02

posicao
[m]

0.3 0.6 0.9 1.2 1.5 1.8 2.1 24 2.7 3
tempo [s]

Figura 17: Simulacao com 200 periodos de amostragem

Pode-se observar que todas as restrigdes impostas sdo atendidas. O sinal de controle
leva o carro a posi¢do final, mas ndo existe a garantia de tempo minimo pois ele
nao foi considerado explicitamente na funcao objetivo. Isso deverd ser obtido pela
redugdo do nimero de instantes de amostragem, porém mantendo todas as restricoes.

Os itens a seguir resumem a andlise deste caso.
a) O algoritmo de otimizacdo encontrou uma solucdo 6tima que respeita todas as
restri¢des € minimiza a fungdo objetivo;

b) Méaximo angulo de oscilagdo medido no percurso ¢ = —0,06rad = —3,4° <
+10°;

c¢) Posicao final do carro x; = 0,25m, que € a posi¢ao especificada;
d) Tempo de respostat =T «*N = 0,015%200 = 3s;
e) Mixima aceleracdo do carro ayax = 0,9m/s> < 0,9m/s* (restrigio);

f) Esfor¢o de Controle, |ul|+ |u2|+ ...+ |uN| = 1.1781e+ 001.
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b) Numero de periodos de amostragem muito reduzido
A trajetéria 6tima de controle foi gerada para um niimero de periodos de amostragem

muito reduzido, (N = 60), com os resultados apresentados na Figura 18.

aceleragao
[m/s<]
T

velocidade
[m/s]
T
|

—o

05 | | | | |
0 0.15 030 045 060 075 09

tempo [s]

Figura 18: Simula¢do com 60 periodos de amostragem

Pode-se concluir:
a) O algoritmo de otimiza¢do ndo encontrou uma solu¢do 6tima que respeita todas
as restri¢des e minimiza a fun¢do objetivo.;

b) Méximo angulo de oscilagdo medido no percurso ¢ = 0,46rad = 26°, e no fi-
nal do percurso apresenta ¢ = 0,085 rad = 4,9°, ndo respeita a restricdo de 10°

imposta durante o periodo e nulo ao final do curso;
¢) Posicdo final do carro x; = 0,54 m, portanto ultrapassa o final do curso desejado;
d) O esforco de controle resulta em |ul|+ |u2|+ ...+ [uN| = 9.1862¢ 4 001

e) Diversas restri¢des foram violadas, devendo-se portanto desconsiderar a solugao.
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¢) Busca do numero de periodos de amostragem minimo

Ap6s busca bindria, obteve-se a solucdo 6tima com o menor ndimero de intervalos
possivel e atendendo as restricdes impostas com N = 74, sendo os resultados apre-

sentados na Figura 19.

aceleragéo
[m/s<]
T

velocidade
[m/s]
T

o
-
T

| | | | | |
0.15 03 045 0.6 0.75 09 1.05

Figura 19: Simulagdo com 74 periodos de amostragem

Dos resultados conclui-se:

a) O algoritmo de otimizac¢do encontrou uma solu¢do 6tima que respeita todas as

restri¢des e minimiza a fungao objetivo;
b) Maéaximo angulo de oscilacdo medido no percurso ¢ = 0,179rad = 10°;
¢) Posicao final do carro x; = 0,25m;
d) Tempo de respostat =T «N =0,015%x76 =1,11s;
e) O esforgo de controle resulta em |ul|+ |u2| + ... + [uN| = 4.7065¢ + 001
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d) (N-1) instante de amostragem.
Com o periodo de amostragem considerado, pode-se mostrar que N = 74 € menor
nimero de periodos de amostragem possivel para um solugao 6tima, pois com N =73

Ja hé violagdo de restrigdes. Esses resultados sdo ilustrados na Figura 20.

aceleragao
[m/s<]

velocidade
[m/s]

posicao
[m]

angulo
[rad]

|
0.15 0.3 0.45 0.6 0.75 0.9 1.05

tempo [s]

Figura 20: Simulagdo com 73 periodos de amostragem

Dos resultados conclui-se:
a) O algoritmo de otimizac¢ao ndo encontrou uma solugdo 6tima que respeita todas
as restricdes € minimiza a fun¢do objetivo;

b) Maximo angulo de oscilacdo medido no percurso ¢ = 0,185rad = 10,6° e seu
valor final é de ¢ = 0,0007 rad = 0,04°;

¢) Posicao final do carro x; = 0,252 m;
d) Tempo de respostat =T «N =0,015%x73 =1,095s;
e) O esforgo de controle resulta em |ul|+ |u2| + ... + |uN| = 6.4802¢ + 001

f) Foi violada a restricdo de angulo no instante final, bem como nao foi possivel

parar o carro na posicao exata ao final do percurso.



61

4.5 Simulacao no SimMechanics

Ainda dentro do ambiente MatLab, uma outra ferramenta util para simulagdes, o Sim-
Mechanics, permite estudar o comportamento do sistema mecanico, sem ser necessario obter o

modelo na forma de equacdes diferenciais.

Como temos disponiveis as equagdes mecanicas do sistema tanto na forma linearizada
como na forma ndo linear, € possivel processar trés diferentes simulagdes, e a sobreposi¢ao

destes resultados indica a precis@o do modelo obtido.

Para isto, na Figura 21 pode-se observar o modelo utilizado no SimMechanics, associ-
ado as simulacgdes linearizadas e ndo linearizadas, todos dentro do ambiente Simulink, com as

configuracdes de cada bloco aplicado ao SimMechanics disponiveis no apéndice C.

g §— #lcsi Wy cs2 @ #lcs2 My cs1E
Machine I CF
i 1 Environment Ground Carro Body
s ° Trilho Revolute
Repesatin Integrator | Integratort
Secuencg 4 L | P \\é> <b/‘

Theta SimMechanics

Gain

. Joint Actuator Sensor Phi
L Theta Modslo Matemético
I—c%/‘ —>I>— > Theta
& —>|:
Gain3
- sensor Phi_Dot ~*"™
; nsor Carri X Theta Linearizado -

1iLs 1 Sensor Carro To Workspace

? il g
sé+K/Ls+g/L
= Integratord

Linearizado Theta_Dot Linearizado

h

Theta_Dot SimMechanics
- Theta_Daot

Trigonometric Theta_Dot

Function

Theta_Dot Modelo Matematico To Workspacel

Gain2 Trigonometric

Function1

Add

Gaini Integrator2 Integrator3

Product

Gaind

Sem Linearizagdo

Figura 21: Comparativo de Simulagdes

Desta forma, os resultados obtidos sdo apresentados nas Figuras 22 para os angulos de

carga e na Figura 23 para a velocidade angular da carga.
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— Linearizado
015 ® Sem linearizagédo
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Figura 22: Comparativo da simulagdo de angulo de carga, entre SimMechanics, linearizacdo e Ndo Linearizado
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Figura 23: Resultado da simulacdo de velocidade angular da carga, entre SimMechanics, lineariza¢do e Nao Lin-
earizado

4.6 Resultados Experimentais

Para aplicacdo deste estudo e coleta de seus resultados, utilizou-se um equipamento
didatico que permite experimentos como péndulo invertido ou pé€ndulo simples. O diagrama

esquemadtico do equipamento é mostrado na Figura 24.

Planta

N ! e
_/+\_
Feedback P4 p-

Figura 24: Esquema do equipamento utilizado
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Nas figuras 25 e 26, pode-se observar o conjunto mecanico e o painel elétrico de con-

trole, respectivamente.

Figura 25: Conjunto mecanico

Figura 26: Painel elétrico

O péndulo € constituido de uma haste delgada com uma massa de valor expressivo, cuja
posicdo pode ser ajustada. O acionamento do carro possui um sistema de controle de posi¢ao
incorporado com uma compensagao tacométrica, para o qual existe acesso ao sinal de referéncia
dessa malha e aos sinais de posicao e velocidade do carro. Embora ndo esteja indicado na figura,

tem-se acesso também ao sinal do sensor de posi¢cao angular do péndulo.

Uma vez que os detalhes de implementacgao desse sistema de controle interno do equipa-
mento ndo estdo documentados, optou-se por considerar esse acionamento como parte do sub-
sistema do carro e sua fun¢do de transferéncia foi identificada experimentalmente via excitacao

tipo degrau.

A efetiva aplicagdo dos trabalho, € iniciada pela identificacao do sistema e determinacao
da sua dinamica. Aplica-se os valores reais coletados no calculo do vetor de controle 6timo, por
PL, e este € aplicado ao sistema, para comprovacao de resultados. Apds verificagdo dos resulta-
dos obtidos, impde-se pequenas modificacdes a planta para analisar a sensibilidade do controle

e finaliza-se impondo um controle de malha fechada com apresentacdo de seus resultados.
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4.6.1 Parametros do Sistema

Nesta secdo mostra-se como foram determinados os valores numéricos dos parametros
da planta utilizada. Uma vez que os sensores ndo possuem dinamica relevante, sua funcao de

transferéncia se reduz a um ganho cujo valor pode ser determinado experimentalmente.

a) Ganho do sensor de posicao do carro
Medida uma diferencga de potencial de —5,0V a +5,0V, com zero central, para um
curso de 0,25m, que resulta no ganho K, do sensor de posi¢do do carro,

Vmax - Vmin _ 10
lmax - lmin Oa 25

Kpor = — 40V /m. (78)

b) Ganho do sensor de posicdo angular.
Para o angulo de 26,2°, com 1,6V no miximo extremo em um dos lados e zero Volts
em posi¢ao de repouso vertical, resulta no ganho K, do sensor de posi¢do angular,

. Vinax _ 1,6
© Omax 26,20

K =0,06V /grau (79)
c¢) Constante de ganho da funcdo.
A relacdo entre a amplitude da resposta do sistema e a amplitude da excitagdao de

entrada, determina o ganho do sistema ao qual denomina-se K.

0,05
K, = T —25x1073 (80)

d) E ainda fornecido para o equipamento, pelo fabricante:

Maiéxima velocidade do carro Vmax = 2m/s, (81)

e) Constante de tempo de amortecimento do péndulo livre
E obtida deixando o péndulo oscilar livremente a partir de um angulo inicial e mantendo-
se fixa a posicdo do carro, conforme visto na Figura 27. Neste experimento a massa

presa a haste foi mantida na posi¢do mais distante do carro (curso maximo).

1 1
- = ~0,02s " (82)
T foe2) 47,

O

4.6.2 Determinagdo do sub-sistema de acionamento do carro

A funcgdo de transferéncia da malha de acionamento do carro foi determinada experi-

mentalmente, que € apresentada na Figura 28.
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Figura 27: Determinacdo da constante de tempo de amortecimento do péndulo livre
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Degrau

Figura 28: Esquema para determinagao da fung@o de transferéncia

A funcao de transferéncia foi aproximada por um sistema linear de segunda ordem e

seus parametros obtidos por meio de valores extraidos do grafico de resposta a uma entrada tipo

degrau (vide Figura 29).
ecor (1 I
0.06 |- Up = 0,305
0.05 [ rrrrs e
s
o 004 |
S
3
& 0.03 -
0.02
0.01 -
b | 1
0.8 0.9 1.3 1.4 15
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Figura 29: Resposta da posi¢do do carro em malha fechada a um degrau de excitacdo

- “In(Up) 0305 L18_ .
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resultando na fun¢do de transferéncia
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B K, o} B 24
242l os @2 s24+21,7s+961°

F(s) (83)

4.6.3 Controle 6timo em malha aberta

O problema de controle 6timo foi formulado com base no modelo dindmico que con-
sidera a posi¢do do carro como varidvel manipulada. Assim € necessdrio criar uma maneira de
se impor a posi¢ao do carro mesmo na presenca de erros de modelagem e de pertubagdes. Isso
foi conseguido por meio de um sistema de controle do tipo realimentacao de estados com uma
acdo feed-forward da aceleracdo conforme diagrama de blocos da Figura 30. Note que, embora
exista essa malha de controle, o controle 6timo propriamente dito ¢ em malha aberta, pois ndo

ha uma realimentagdo da trajetéria angular.

O sistema de controle representado na Figura 30 possui trés entradas de referéncia coer-
entes entre si - posi¢ao, velocidade e aceleracgdo do carro. A posicao e velocidade sao estados do
modelo e, portanto suas referéncias sdo da parte realimentacdo, enquanto a aceleracdo desejada
entra como uma ac¢do feed-forward através de um bloco que contém o inverso do modelo da
planta. Os ganhos K| e K> sdo os ganhos da realimentaciio de estado e foram sintonizadas in-
terativamente de forma a se obter um bom acompanhamento dos sinais de referéncia e rejei¢ao
de perturbacoes. Uma vez que essa malha de controle ndo impde perfeitamente a cinematica
desejada do carro, o problema de controle 6timo conterd erros, mesmo que pequenos, pois a

acerelaracdo do carro nunca serd imposta com uma precisao arbitraria.

O sistema de controle da Figura 30, junto com a geracao de trajetdrias e coleta de dados,
foram implementados em ambiente Simulink em tempo real por meio de uma placa de aquisi¢ao
de dados e do MatLab Windows Target, trabalhando com uma freqiiéncia de amostragem de
até 40KHz, e o diagrama elétrico utilizado para a coleta de dados da planta € apresentado no

apéndice D.

O sinal 6timo de controle de tempo minimo foi obtido para dois valores distintos de
comprimento efetivo da haste (distdncia do carro até o ponto de fixacdo da massa). Esses dois

casos sdo apresentados e discutidos a seguir.

a) Comprimento maximo.
Para uma distancia [ = 0,24m (comprimento efetivo da haste), os sinais 6timos de
controle do problema de tempo minimo sao mostradas na Figura 31. Neste caso foi
utilizado um periodo de amostragem de 2ms e a posicao final foi alcangcada depois

de 620 periodos, ou seja, 1,24s.

O sinal 6timo de controle (aceleracdo do carro) garantird a Gtima trajetoria de saida,



posigao

aceleragéo

velocidade

[m/s?]

[m/s]

[m]

67

LV Kn on 52 X — X X
’\/+ SZ+2Cwns+o)n2 s l S l
Kit Bytronics Ktaco Kpot
= +
O+ Ktaco'
K2 29
— N _
K1 [ Kpot !
s2+ 2Cons + mn?
Kn on s2
Xr Xr Xr

Figura 30: Sistema de controle do carro em blocos.
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Figura 31: Sinais 6timos de controle com 620 periodos de 2ms para [ = 0,24m.

ou seja, do angulo do péndulo. O valor da fungdo objetivo resultou |ul|+ |u2|+ ...+

|uN| = 3.7254¢ + 002, para estas condigdes.

Os graficos das Figuras 32 e 33 mostram os sinais 6timos gerados para a posi¢do e
velocidade em comparacdo com os valores reais obtidos com o sistema de controle
do carro. O grafico da Figura 34 mostra a comparacao da trajetéria 6tima da posicao
angular do péndulo em comparacdo com a saida medida. Linhas com tracos finos

foram usadas para os sinais 6timos gerados e as linhas grossas para os sinais reais.

O sinal real da aceleracdo ndo esta sendo comparado com o sinal de aceleragcdo 6timo

em nenhum dos casos que se seguem, pois o aparato experimental ndo possui um



sensor de aceleracao do carro.

[m]

posigao

velocidade [m/s]

Angulo do péndulo [graus]

Figura 34

: Angulo teérico e experimental do péndulo
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(A 4
0.05— -
ol i
0.05 - -
01 -
015 \ \ \ \
25 3 35 4 45 5
tempo [s]
0.4
0.35— —
03— —
0.25— —
02— —
0.15— —
01— —
0.05— —
0
.05 | | | |
25 3 35 4 4.5 5
tempo [s]
Figura 33: Sinal de velocidade tedrico e experimental
10
sl i
0
sk i
ol i
15 | I I I
25 3 35 4 4.5 5
tempo [s]
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A trajetéria 6tima do sistema carro-péndulo estd ilustrada na Figura 35, onde se
mostra uma seqiiencia de estados do sistema desde o repouso até a posicao final,

em intervalos de T do tempo total.

inicio fim

SN

Figura 35: Ilustragdo da trajetéria 6tima ao longo do tempo para / = 0,24m
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b) Metade do comprimento efetivo da haste.

Para uma distancia [ = 0.124m (cerca de metade do maximo comprimento efetivo
da haste), os sinais 6timos de controle do problema de tempo minimo sdo mostradas
na Figura 36. Neste caso foi utilizado um periodo de amostragem de 2ms e a posi¢ao

final foi alcangada depois de 550 periodos, ou seja, 1, Ls.

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 11

tempo [s]

Figura 36: Sinais 6timos de controle com 550 periodos de 2ms para [ = 0, 124m

O valor da fungdo objetivo resultou |ul|+ |u2|+ ... + |uN| = 3.5744e + 002. Os
graficos das Figuras 37 e 38 mostram os sinais 6timos gerados para a posi¢ao e
velocidade em comparacdo com os valores reais obtidos com o sistema de controle
do carro. O grafico da Figura 39 mostra a comparacao da trajetéria 6tima da posicao
angular do péndulo em comparacdo com a saida medida. Linhas com tracos finos

foram usadas para os sinais 6timos gerados e as linhas grossas para os sinais reais.

Os gréficos das Figuras 37 e 38 mostram os sinais 6timos gerados para a posi¢ao e
velocidade em comparacdo com os valores reais obtidos com o sistema de controle
do carro. O gréafico da Figura 39 mostra a comparacdo da trajetéria 6tima da posicao
angular do péndulo em comparacdo com a saida medida. Linhas com tracos finos

foram usadas para os sinais 6timos gerados e as linhas grossas para os sinais reais.

Como no caso anterior, a trajetoria 6tima do sistema carro-péndulo esta ilustrada na

1
Figura 40, desde o repouso até a posi¢ao final, em intervalos de 0 do tempo total.
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posigdo
[m]

-0.15 — —

25 3 35 4 45 5
tempo [s]

velocidade g, |
[m/s]

0.15

0.1

25 3 35 4 45 5
tempo [s]

Figura 38: Sinal de velocidade tedrico e experimental

angulo [graus]

4.5
tempo [s]

Figura 39: Angulo tedrico e experimental do péndulo.

4.6.4 Analise dos Resultados

Observando-se os graficos anteriores para os dois problemas de controle 6timo, nota-se

que os resultados praticos sdo bastante proximos das trajetorias 6timas calculadas.
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inicio fim

Figura 40: Tlustracao da trajetéria 6tima ao longo do tempo para l = 0,124m

A principal diferenca, diz respeito ao fim do processo. As simula¢des previam a manutencao
da posicdo angular nula ao longo tempo, enquanto que na pratica existe uma pequena oscilacao
amortecida. Uma das possiveis justificativas € a presenca da dindmica do sistema de controle

do carro, suposto desprezivel.
a) Paral = 0,24m, pode-se observar na Figura 34 uma oscilacao de amplitude méxima
0,3° com um tunico ciclo de amortecimento;
b) No segundo caso, para [ = 0,124m ao final do curso, pode-se observar oscilacdes

com angulos menores que 0,5°.

Todas as outras restricdes foram respeitadas.

a) Posicao final de 0,25m € alcancada;
b) Velocidade do carro viax < 2,0m/s;

¢) Aceleracdo do carro amax < 0,9m/ 2.

4.6.5 Sensibilidade do Sistema

Modificagdes impostas a planta modificam sua resposta, como por exemplo imposi¢ao
de nova posicdo a massa. A utilizacdo do vetor de controle 6timo sem corre¢do desta nova
posicdo, nos permite mensurar a sensibilidade do sistema. Nos resultados que seguem, pode-
se observar este efeito aplicado a quatro casos distintos. A partir de / = 0,24m variacoes de
distancia de + 15mm e = 30 mm a sua posicao em comparagao com a trajetdria 6tima, mantendo

o vetor de controle 6timo calculado paral = 0,24m

a) Diminui¢do de / =0,24 —0,03 = 0,21m, Figura 41;
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b) Diminuicdo de [ = 0,24 — 0,015 = 0,225m, Figura 42;
¢) Manuteng¢ado da condigdo inicial / = 0,24 m, Figura 43;
d) Aumento de ! =0,2440,015 = 0,255m, Figura 44;

e) Alteracdo paral =0,24+0,03 = 0,27m, Figura 45.

angulo [graus]
angulo [graus]

I g
2 25 3 35 0 a5 5 55 6 65 7 2 25 3 35 6 65
tempo [s] tempo [s]

Figura 41: Resposta com1=0,210 m Figura 42: Resposta com 1 = 0,225 m

angulo [graus]

|
2 25 3 35 4 5 5 55 5 65
tempo [s]

Figura 43: Resposta com 1 = 0,24 m (referéncia)

10l 1ok

angulo [graus]
angulo [graus]

L . L
2 25 3 35 4 a5 5 55 6 65 7 2 25 3 35 4 a5 5 55 6 65
tempo [s] tempo [s]

Figura 44: Resposta com 1= 0,255 m Figura 45: Resposta com 1 = 0,270 m

A Tabela 4, resume as variagdes observadas no final do processo (amplitude maxima da
oscilacdo) com as mudangas impostas. Os resultados sugerem que este problema de controle
otimo € sensivel ao erro de modelagem. Ou seja, se 0 modelo da planta ndo for bem conhecido

a trajetdria 6tima nao serd mantida.

7
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Tabela 4: Andlise de sensibilidade pela alteracdo da posi¢cdo da massa

Valor de 1 [m] ‘ Opmax + [graus] ‘ Omax— [graus] ‘ Apax [graus) ‘
0,210 +2,60 —2,60 5,20
0,225 10,98 ~0,95 1,93
0,240 10,16 20,08 0,24
0,255 10,60 0,40 1.00
0,270 11,30 ~1,00 2.30

4.6.6 Controle Otimo em Malha Fechada

Para tornar o sistema menos sensivel aos erros de modelagem e perturbagcdes, uma es-
tratégia de controle 6timo em malha fechada foi utilizada. Para tanto a trajetéria 6tima da
posicdo angular € usada como referéncia de um sistema de controle do angulo do péndulo.
Desta forma o sinal de controle 6timo atua como uma agao feed-forward dessa malha de con-
trole que faz apenas as corre¢des dos desvios em relac@o 4 trajetéria 6tima. Uma vez que o
posicionamento do carro € feito por meio de 3 referéncias, preferiu-se atuar diretamente na
variavel manipulada do acionamento do carro. O diagrama da Figura 46 mostra o sistema com-
pleto de controle, ou seja, a realimentacdo de estados da malha de posicionamento do carro e o
sistema de controle em malha fechada do angulo do péndulo. O controlador utilizado na malha
de posicdo angular € do tipo PI (proporcional e integral) e seus parametros foram escolhidos

interativamente de forma a produzir a melhor insensibilidade a variacdo do comprimento /. Sua
25

(s+1)

funcéo de transferéncia resultou Ge(s) =

Kn on's? X 1 X 1 X 1L s D
- s+ 2Cans +on? s s J{ s?+K/L's + g/L

Ktaco Kpot

Kit Bytronics
+ ﬁ
(e Ktaco'
A,

s2+ 2 Cons +on?

Kn on's2

Or Xr T Xr Xr

Figura 46: Circuito de controle aplicado na aquisi¢cdo de resultados

Foram coletados resultados em malha fechada, comparado aos sinais em malha aberta,

todos com o mesmo vetor de controle 6timo, mas com a massa em trés posicoes distintas.

a) Massa na condi¢ao calculada pelo vetor 6timo [ = 0,24 m, Figura 47 ;

b) Massa aproximadamente no meio do curso [ = 0,15m, Figura 48 ;
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¢) Massa na minima posi¢ao permitida pelo equipamento [ = 0,05 m, Figura 49 .

. — Vetor Otimo
pem e — Malha Aberta
ml Malha Fechada
— Vetor Otimo
; — Malha Aberta
vek[)rg/:?de Malha Fechada
-0.1
10
— Vetor Otimo
s — Malha Aberta
angulo Malha Fechada
[graus] °
s
10 | | I I
25 3 35 4 45 5
tempo [s]

Figura 47: Sinais de posi¢do, velocidade e angulo de carga para massa com [ = 0,24 m em malha fechada e malha

aberta

ica — Vetor Otimo
posicao — Malha Aberta
[m] Malha Fechada
— Vetor Otimo
: — Malha Aberta
VeIFnil/i?de Malha Fechada
— Vetor Otimo
— Malha Aberta
angulo Malha Fechada
[graus]
|
45 5
tempo [s]

Figura 48: Sinais de posi¢ao, velocidade e angulo de carga para massa no meio da haste / = 0,15m em malha
fechada e malha aberta
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0.15

— Vetor Otimo
— Malha Aberta
Malha Fechada

posicéo

[m]

-0.15 7

— Vetor Otimo
. — Malha Aberta
velocidade Malha Fechada

[m/s]

angulo
[graus]

a0 e /— Vetor Otimo

— Malha Aberta

-+ Malha Fechada
I

2.5 3 35 4 4.5 5

tempo [s]

Figura 49: Sinais de posi¢do, velocidade e angulo de carga para massa na menor distancia possivel / = 0,05m em
malha fechada e malha aberta

No primeiro caso, quando o vetor de controle 6timo e as condi¢cdes impostas a planta
sdo iguais, ou seja 0 mesmo comprimento /, o controle de malha fechada nao tem uma atuacao

perceptivel.

No segundo caso, deslocando-se a posi¢do da massa para aproximadamente metade do
curso da haste (sem recalcular o sinal 6timo de controle), nota-se que a malha de controle do
angulo consegue praticamente restabelecer o comportamento 6timo de referéncia. Isso € con-
seguido com dispéndio de um esforco adicional de controle. Ou seja, mesmo sendo a trajetoria
proxima a 6tima, nao hé garantias de manutencdo do minimo da fungio objetivo nem do respeito

as restricoes.

No ultimo experimento, quando a massa é deslocada para a minima distancia permitida
pelo equipamento. Embora a malha de controle do dngulo tente manter a trajetdria de referéncia,

as diferencas sao mais acentuadas.

Quando compara-se os resultados em malha fechada com os resultados de anélise de
sensibilidade, onde sdo mantidos os sinais de excitacao gerados por PL e alterada a posi¢cao da
massa na haste, pode-se verificar que o controle em malha fechada leva a bons resultados, per-
mitindo a estabilizacdo do processo em tempo reduzido, embora maiores que os especificados
pela PL.
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5 DISCUSSOES, CONCLUSOES E PROPOSTAS DE CONTINUIDADE

Este estudo de caso discutiu o uso de Programacgdo Linear para a solucdo de proble-
mas de controle 6timo para sistemas lineares cuja dindmica € expressa no dominio do tempo
discreto. O método aplicado também se mostra suficiente para aplicar-se a dindmicas vari-
ante no tempo de sistemas lineares. Em particular, a estratégia para resolver simultaneamente o
minimo de esforco e os problemas tempo minimo proposto e aplicado ao sistema carro-péndulo.
Investigacdes numéricas, bem como experimental foram realizadas. Pelos resultados numéricos
demonstra-se que, para a formulacao do problema especial neste trabalho, um modelo linear é
uma boa aproximagdo do sistema carro-péndulo nao-linear. O problema de controle 6timo do
sistema carro-péndulo foi formulado como um problema de Programagao Linear (PL), e re-
solvido de forma eficiente, em oposicao a Programacao Nao-Linear (PNL), PL garante obter-se
o 6timo global. O minimizag¢do de esforco de controle e tempo minimo de estratégia de controle

6timo satisfez todas as condi¢des de contorno impostas e restricoes.

Os resultados experimentais realizados com um equipamento de laboratdrio represen-
tando o sistema carro-péndulo correspondem de forma fiel as simulagdes computacional baseada
no modelo matemaético obtido. De fato, o vetor de controle 6timo determinado pela resolugcao
do problema de controle 6timo foi aplicado a planta e o comportamento previsto foi repro-
duzido com pequeno erro. Esta observacdo indica que tanto o modelo linear utilizado é uma
boa aproximacao do comportamento das plantas como que o controle calculado de fato garante
que a planta satisfaca as restricdes impostas, ou seja, condi¢cao de repouso no inicio e no final

da trajetdria e amplitude méxima de oscilacdo do péndulo respeitada.

A sensibilidade da resposta as incertezas do modelo foi posteriormente investigada
através da variacao da distancia entre a massa e o carro, sem a modificacdo do vetor de con-
trole 6timo determinado. Esta andlise revelou uma sensibilidade importante sugerindo que a
implementacao em malha aberta do controle ideal seria propenso a deterioracao do desempenho

na presenca de incertezas do modelo.

Uma estratégia de controle de malha fechada, foi entdo concebida para garantir o cumpri-
mento das condi¢des de contorno e restricoes trajetdria na presenca de distirbios e incertezas

do modelo. Os resultados obtidos demonstram sua robustez.

Os resultados deste estudo sugerem que o procedimento utilizado € muito adequado aos
casos em que a planta real pode ser bem aproximada por um modelo de planta linear. Como

uma proposta para estender este trabalho sugere-se as seguintes investigacoes.

a) Uso de funcdes objetivo diferentes;
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b) O problema € tratado em tempo discreto, parece ser razoavelmente simples de esten-

der os resultados para sistemas variantes no tempo;

c¢) Utilizagdo de uma estrutura de controle do tipo model matching, de forma que a lei
de controle 6tima sempre enxergue praticamente a mesma planta. Assim, se a funcao
de transferéncia da planta pode ser mantida dentro de uma certa precisao, a trajetoria

ideal também serd mantido dentro de uma precisdo pré-estabelecidos.

d) Aprimorar estudos no controle em malha fechada.
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Modelo de programacgdo executada em M-File no MatLab, para otimizagdo via PL de

um sistema de primeira ordem com 5 intervalos de tempo.

1 % vascol.m

2 clear, clc

3 Xi=2;

4 xf=10;

5 % J=x(2)=>T=xi+u(0)+u(l)+u®?)

6 f=+[110007]

7 % —x— < =10

8 xM = 10;

9 ,A=[10000

10 -10000

11 11000

12 -1-1000

13 , 11100

14 -1-1-100

15 11110

16 -1-1-1-10

17 11111

18 -1-1-1-1-1]

19 b=[xM-xi XM+ xi XM - xi XM + xi XM - xi XM + xi XM |’
-xixM+xixM-xixM+xi]

20 % x(5)=xf=>u(0)+u(l)+u)+uB) +u@)=xf-xi

21 Aeq = ones(1,5)

22 beq = xf - xi

23 Y% —u—;=1.6

24 LB =- 10* ones(5,1)

25 UB = + 10* ones(5,1)

26 u = linprog(f,A,b,Aeq,beq,LB,UB)

27 sim(’vascolS’)

28 [y [w0]]
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linha

O 0 9 N N kAW -

W W W W W W W W W N NN NN NN NN N e e e e e e e e
[o-BEE S e LY, B NV S =N Re <R N e ) WY B Y S \S R e e I I e N, B S S V=)

Comando

clear, clc, clf, format short e
xi=1[0000];
xf=1[000.250];

xM = [10% pi/180 10 0.3 0.7]’;
uM = [0.9];

g =10;

L=0.124;

K=-0.5;

T =1.5/100;

9ox3 = xT

Yox4 = xT _dot

Y%ou = xT _dot2

You = x4_do

83

comentario

limpa e configura formato

[teta teta_dot xT xT _dot] iniciais
[teta teta_dot xT xT _dot] finais
maximos valores do estado em modulo
maximo valor do controle em modulo
aceleracdo da gravidade
comprimento do cabo

constante de perda de carga

constante de tempo de amostragem
—— > x3_dot =x4

——>xd.dot=u

ac=[0100;—g/L —K/L00;000 1,000 0];

bc=1[01/L0 1],
cc=[1000];
dc =0;

[A, B, C, D] = c2dm(ac,bc,cc,dc,T, zoh');
n=length(A);
N =176;

% Fungao Objetivo J

converte para o tempo discreto

define a quant. de intervalos

% Criando N varidveis "u’ ficticias, mas do vetor "u’ so usamos as N primeiras

% Fazendo J = u(N+1) + u(N+2) +...+ u(2N)

9% Com as restri¢oes:

% u(l) <=u(N+1), —u(l) <=u(N+1)
% u2) <=u(N+2), —u(2) <=u(N+2)
%

% u(N) <=u(N+N),—u(N) <=u(N+N)

f = [zeros(N,1);ones(N,1)];

% Restrigdes de igualdade nas pontas

Aeq = [];

fori=(N—1):—-1:(1-1)
fori=(N—1):—1:(1-1)

end

Define a fung¢do objetivo
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Aeq = [Aeq zeros(n,N)];
beq = xf — (AN) x xi;

% Restrigdes de maximo no vetor de controle (incognitas)
% |u| <=uM

LB = —uM xones(2xN,1);

UB = +uM % ones(2xN,1);

% Incluindo as restrigdes:
% u(l) <=u(N+1), —u(l) <=u(N+1)
% u2) <=u(N+2), —u(2) <=u(N+2)
%
% u(N) <=u(N+N),—u(N) <=u(N+N)
fori=1:N
al(i,i) =1,
al(i,i+N)=—1;
a2(i,i) = —1,
a2(i,i+N)=—1;

end

a = lal
a?];

b = [zeros(N,1)
zeros(N,1)];

[u, fval,exit flag] = linprog(f,a,b,Aeq,beq,LB,UB);

t RP = 0:2xN;
t_RP = t_RP';
uRP = [ 0];
sim('vasco6S’)
disp(" )

" u teta tetadot xT xT_dot )

if exitflag > 0
texto ='0.K.CONVERGIU 'V,
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elseif exitflag ==

texto='N—A—0O C—-O-N-V—E—-R-G-I1-U';
else

texto =’ <<< INSOLUVEL >>>',

end

disp(texto)

disp('lul| + |u2|+ ...+ [uN| =)
disp(norm(u(1:N),1))
figure(1)

subplot(2,1,1)
stem(t,x), grid, hold on
plot(¢,x,) =", linewidth',3)
plot([—0.5N +0.5], [00],/ &, linewidth',1.5)
title('X — estado’)
xlabel(texto)
legend('retd’, 'teta_dot’, 'xT', 'xT _dot")
subplot(2,1,2)
stem(z, [u(1: N);0]), grid, hold on
stairs(, [u(1 : N); 0], —m’)
stairs (¢, [T * velocidade(1 : N);0], —g¢)
stairs(¢, [T * T x posicao(1 : N);0], —k')
plot([—0.5N +0.5],[0 0],/ =K', linewidth',1.5)
titleC’'U - controle’)
xlabel(texto)
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Parametros de configuracdo aplicados ao SimMechanics.

E Block Parameters: Machine Environment

Description

Defines the mechanical simulation environment for the machine to which the block is
connected: gravity, dimensionality, analysis mode, constraint solver type, tolerances,
linearization, and visualization.

Parameters Constraints Linearization Visualization

Analysis mode: Type of solution for machine's motion.
Tolerances: Maximum permissible misalignment of machine's joints.

Gravity vector: [0-2.810] |mfs"2 E
|:| Input gravity as signal

Machine dimensionality: [auto-detect E|
Analysis mode: Forward dynamics E|
Linear assembly tolerance: | 1e-3 m |Z|
Angular assembly tolerance: | 1;-3 |rad E|

Configuration Parameters. ..

[ Ok ] [ Cancel ] [ Help ] Apply

Figura 50: Parametrizacio para ambiente de maquina

E Block Parameters: Ground

Ground

Grounds one side of 3 Joint to a fixed location in the World coordinate system,
Parameters
Location [x,y,z]: [[00 D]i Im |Z|

Shaw Machine Environment port

[ O ] [ Cancel I [ Help ] Apply

Figura 51: Parametrizacdo das referéncias

E Block Parameters: Atuador de Carro ==

Body Actuator

Actuates a Body with generalized forceftorque signal. Viector components specified
with respect to reference coordinate system. Inputis a Simulink signal. For Body
motion or initial condition actuation, press Help.

Actuation

With respect to C5: ;Absdlute (World) E|

Generalized forces-

[ Applied torque Units: {N*m
[¥] Applied force Units: fr-l |Z|
[ QK ] [ Cancel ] [ Help ] Apply

Figura 52: Parametrizacdo para atuador do carro
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E Block Parameters: Trilho

Prismatic

Represents one translational degree of freedom, The follower (F) body translates
relative to the base (B) Body along single translational axis connecting Body
coordinate origins. Sensor and actuator ports can be added. Ease-follower sequence
and axis direction determine sign of forward motion.

&

Connection parameters

Current base:

Current follower:

Mumber of sensor / actuator ports:

GND@EGround
C51@Carro

Parameters
Axes Advanced
Name Primitive Axis of Action [x y z] Reference (S
P1 orismatic [1og] [vwarld [~]
[ oK. ] [ Cancel ] [ Help ] Apply

Figura 53: Parametrizagdo para o trilho

-
E Block Parameters: Carro
Body

(=]

Represents a user-defined rigid bady. Body defined by mass m, inertia tensar I, and coordinate arigins and
axes for center of gravity {CG) and other user-specified Body coordinate systems. This dialog sets Body initial
position and orientation, unless Body and/or connected Joints are actuated separately.

Mass properties
Mass: |10

Inertia: :‘ey‘e(é)‘

Pasition Orientation

Figura 54: Parametrizagdo para o carro

Show Pf)rt | Name ‘Origin Position Units Tran;la_ted tfrom ‘ Components in

__Port | Side Vector [x v z] Oriain of Axes of

left [+]ca [moa In [+]cs: [=]ecst [+]

fignt [w]cs2 mog m [w]cst Teest [+

:Laf‘t E CS51 [ooa m E ;Adjmnmg El Adjoining E ‘
[ OK ] [ Cancel ] [ Help ] f Apply

-

E Block Parameters: Revolute

Revolute

Represents one rotational degree of freedom. The follower (F) Body rotates relative to

=]

the base (B) Body about a single rotational axis going through collocated Body
coordinate system origins. Sensor and actuator ports can be added. Base-follower
sequence and axis direction determine sign of forward motion by the right-hand rule.

Connection parameters

Current base:

Current follower:

Mumber of sensor { actuator ports:

C52@Carro
CS2@Body

Parameters
Axes Advanced
Name Primitive Axis of Action [x vy z] Reference €S
R1 revalute 001 \Warld [+]
[ QK. ] [ Cancel ] [ Help ] Apply

Figura 55: Parametrizagdo para junta de revolucdo



W Block Parameters: Bady 52
Body

Represents a user-defined rigid body. Body defined by mass m, inertia tensor 1, and coordinate origine and
axes for center of gravity (CG) and other user-specified Body coordinate systems. This dizlog sets Body initial
pasition and orientation, unless Body and/for connected Joints are actuated separately,

Mass properties

Mass: [0.5 kQ B

Inertia: iVIEFﬂSG; lkgm~2 E
Position | Orientation
Show | Port Origin Position - Translated from  Components in
Port | Side ‘ Name | vector Ix vzl | Units | 6 rigin of Axes of
O |eft [2]cs [0-0.1240] m [+]cs: = =
E Rt [=]cst  [m-a.z240] m |=]csz [~
Left [=|csz (w0 I [x]viord =]

i OK j[ Cancel H Help ] Apply

Figura 56: Parametrizacdo da massa do péndulo

E Block Parameters: Sensar Angule 2

Joint Sensaor &

Measures linear/angular position, velodty, acceleration, computed force ftorque
andjor reaction forceftorque of a Joint primitive. Spherical measured by
guaternion. Base-follower sequence and joint axis determine sign of forward
motion. Outputs are Simulink signals. Multiple output signals can be bundled into
one signal. Connect to Joint block to see Connected to primitive list.

Measurements

Primitive Qutputs

Connected to primitive:

Angle

m

[ angular velodty
[ angular acceleration

[ computed torque

Joint Reactions

D Reaction torgue

[ Reaction force Urits: |11 ]

Reaction measured on:  |Base B

With respect to CS:

i (04 ] [ Cancel ] [ Help ] Apply

Figura 57: Parametrizacdo para sensor do angulo da massa
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EI Block Parameters: Sensor Carro @

Joint Sensor 2
Measures linear fangular position, velodty, acceleration, computed force /torgue
andjor reaction force/torque of a Joint primitive. Spherical measured by
quaternion, Base-follower sequence and joint axis determine sign of forward
motion. Outputs are Simulink signals. Multiple output signals can be bundled into
one signal. Connect to Joint block to see Connected to primitive list.
Measurements
Primitive Outputs
Connected to primitive: EPI
Fosition Units: |
[ welocity Linits: |m'
[ Acceleration Units:
[T computed force Units: |
Joint Reactions
D Reaction torgue Units: {N"‘m IE}
[7] Reaction force Units: F i:]
Reaction measured on: iBase E &
With respect to CS: i.-'-\bsoluhe {(World) B
s
I oK ] [ Cancel ] [ Help ] | Apply

Figura 58: Parametrizac@o para sensor do carro

90



APENDICE D - DIAGRAMA SIMULINK DE COLETA DE RESULTADOS
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Figura 59



APENDICE E - DIAGRAMA SIMULINK VASCO
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Figura 60: Diagrama de blocos utilizado no Simulink para andlise de resultados gerados pela PL





