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RESUMO

Classicamente aplicados em simulações computacionais como CFD (Computational

Fluid Dynamics) e FEM (Finite Element Method), metamodelos para otimização trouxeram
resultados relevantes para aproximar a função objetivo no espaço de busca e resolver proble-
mas em que o cálculo da função objetivo exige elevados recursos computacionais. Recente-
mente, com a evolução de novos algoritmos de aprendizado de máquina e reconhecimento de
padrões, esta técnica também mostrou-se bem sucedida para acelerar o processo de ajuste dos
hiperparâmetros de modelos que antes dependiam de um conhecimento profundo sobre os seus
fundamentos matemáticos ou da busca exaustiva pelos parâmetros ótimos. Neste contexto, esta
dissertação propõe uma metodologia para aplicação de otimização assistida por metamodelos
na área de visão computacional, mais especificamente em normalização espacial não rígida de
imagens. Este tópico de pesquisa tem sido pouco explorado pela literatura de otimização assis-
tida por metamodelos, além de ser computacionalmente complexo devido às múltiplas opções
de ajuste dos parâmetros. Denominada aqui de Normalização Espacial Não Rígida de Imagens
Assistida por Metamodelos, a metodologia proposta descreve uma nova métrica que leva em
consideração o compromisso em deformar os elementos geométricos da imagem preservando
suas características estatísticas principais. Este estudo descreve também duas taxonomias, uma
de otimização e outra de normalização espacial de imagens, para fundamentar teoricamente a
metodologia proposta. Após os experimentos em três bases de imagens distintas, os resultados
obtidos mostram que a qualidade da normalização espacial não rígida pode ser otimizada por
meio da métrica proposta, e o metamodelo construído auxilia tanto no processo de otimização
como na compreensão maior do comportamento da função objetivo no espaço de busca.

Palavras-chave: Normalização espacial de imagens. Otimização assistida por metamodelos.
Reconhecimento de padrões.





ABSTRACT

Classically used for computational simulations such as CFD (Computational Fluid Dy-
namics) and FEM (Finite Element Method), surrogate-assisted optimization led to consistent
findings to approximate the objective function in the search space and to deal with problems
where the calculation of the objective function demands excessive computational resources. Re-
cently, along the improvement of new machine learning and pattern recognition algorithms, this
technique also proved to be successful in speeding the task of hiperparameter tuning for models
which previously relied on a broad understanding about its mathematical principles or brute
force search to find the optimal parameters. In this context, this work introduces a framework
that applies surrogate-assisted optimization in the field of computer vision, more specifically,
in nonrigid image registration. This research topic has been scarcely explored by authors in the
literature of surrogate-assisted optimization, besides being computationally intricate due to the
multiple options for parameter tuning. Named here as Surrogate-Assisted Nonrigid Registration
(SANRR), this proposed framework describes a novel measure that takes into consideration the
trade-off between deforming the geometrical elements of the image and retaining its principal
statistical features. This study also defines two taxonomies, one regarding optimization and
another regarding image registration, prior to establishing the theoretical concepts behind the
proposed framework. After the experiments in three different image data sources, the results
indicate that the performance and quality of the nonrigid registration can be optimized by the
proposed measure, and the trained surrogate model assists with the optimization process, as
well as a more extensive comprehension of the behavior of the objective function in the search
space.

Keywords: Image Registration. Surrogate-assisted optimization. Pattern recognition.
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1 INTRODUÇÃO

Maximizar ou minimizar uma função é uma tarefa constantemente encontrada em di-
versas áreas da engenharia e sua aplicação depende fortemente dos recursos computacionais
disponíveis e da sofisticação de algoritmos capazes de convergir com eficiência.

Inicialmente, as estratégias para otimização eram essencialmente fundamentadas em
propriedades matemáticas que permitiam que a melhor solução pudesse ser encontrada (KUHN;
TUCKER, 1951). Somadas às limitações computacionais da época em que estas técnicas fo-
ram pioneiramente concebidas, a aplicação cotidiana de problemas de otimização foi, por muito
tempo, restrita às funções que atendessem determinadas particularidades matemáticas (DANT-
ZIG, 1951) ou a grupos que possuíssem as máquinas com potencial de efetuar as operações e
cálculos inerentes às tarefas de otimização conhecidas na época.

O investimento no aprimoramento e inovação dos algoritmos de otimização para encon-
trar alternativas aos problemas enfrentados pelas estratégias tradicionais, bem como o rápido
crescimento da capacidade computacional, possibilitaram expandir as aplicações destas técnicas
para resolver novos problemas de otimização por meio de heurísticas sofisticadas (NELDER;
MEAD, 1965; HOLLAND, 1975).

Como os algoritmos de otimização são processos iterativos, é comum estas tarefas pre-
cisarem avaliar a função objetivo e suas derivadas múltiplas vezes. Em casos em que a função
objetivo é custosa, ou seja, dependem da avaliação de experimentos físicos ou simulações em
computadores, certos algoritmos que necessitam um elevado número de iterações tornam-se
inviáveis.

O problema do custo da avaliação da função objetivo pode ser resolvido ao construir
um modelo simplificado, ou metamodelo, no espaço de busca. O metamodelo permite calcular
o valor esperado para regiões do espaço de busca que ainda não foram exploradas, evitando
a avaliação excessiva da função objetivo verdadeira em troca de imprecisões causadas pela
simplificação (QUEIPO et al., 2005).

Em princípio, esta técnica conquistou grande sucesso nas áreas que dependiam de si-
mulações computacionais, como Dinâmica dos Fluidos Computacional (CFD1) e Método dos
Elementos Finitos (FEM2), e é conhecida na literatura por Otimização Assistida por Metamo-
delos (SAO3) (FORRESTER; KEANE, 2009).

No entanto, com o surgimento de novos métodos de inteligência artificial, particular-
mente de aprendizado de máquina, a otimização assistida por metamodelos encontrou uma nova
aplicação em um campo de estudo que emerge rapidamente: a otimização dos hiperparâmetros
de classificadores (BERGSTRA et al., 2011).

Visto que a escolha correta dos hiperparâmetros pode impactar significativamente o de-
sempenho da tarefa de classificação, e o treinamento de um único modelo classificador pode

1Computational Fluid Dynamics.
2Finite Element Method.
3Surrogated-Assisted Optimization.
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já requerer um consumo considerável de recursos computacionais, o uso de técnicas que esti-
mam o desempenho do classificador em função dos hiperparâmetros escolhidos torna-se bas-
tante razoável. Recentemente esta proposta foi abordada por trabalhos como Eggensperger et
al. (2015), Feurer, Springenberg e Hutter (2015), Rosales-Pérez et al. (2015) e Z. Wang et al.
(2016).

Outra aplicação que envolve a avaliação do desempenho em função de parâmetros es-
colhidos empiricamente e que se beneficiaria do uso de modelos aproximados é a normalização
não-rígida de imagens (RUECKERT et al., 1999). Neste caso, a função objetivo é a qualidade da
normalização da imagem e as variáveis de decisão são os parâmetros que devem ser escolhidos
para construir o operador de transformação.

Calcular o operador de transformação e aplicá-lo para normalizar a imagem desejada já
é uma tarefa computacionalmente intensa por si só e envolve uma rotina de otimização para ma-
ximizar (ou minimizar) uma métrica de similaridade entre a imagem de referência e a imagem
de interesse (KLEIN; STARING; PLUIM, 2007). Adicionalmente, dependendo dos parâmetros
escolhidos, o resultado da normalização pode não ser satisfatório, sendo necessária a correção
dos parâmetros e recálculo da transformação correspondente.

Auxiliar o processo de normalização espacial não-rígida de imagens por meio de mode-
los aproximados da relação entre desempenho da normalização e parâmetros da transformação
continua um conceito ainda inexplorado na literatura, porém bastante promissor uma vez que:

a) encontrar os parâmetros ótimos da transformação na primeira tentativa requer um
grande conhecimento sobre o domínio a que as imagens pertencem, bem como o
efeito que cada parâmetro tem sobre a transformação;

b) após a construção de modelos aproximados, tem-se um modelo sintético no espaço
das variáveis de decisão, que é muito conveniente para entender a fundo como
as variáveis de decisão estão relacionadas e como elas interagem com a função
objetivo.

1.1 OBJETIVOS

Levando-se em conta as considerações citadas acima, os objetivos principais deste tra-
balho são:

a) auxiliar o processo de normalização espacial não rígido de imagens pela modela-
gem aproximada entre o desempenho da normalização e os parâmetros da trans-
formação para que os parâmetros ótimos sejam encontrados na primeira tentativa;

b) elaborar uma métrica de similaridade para avaliar o desempenho da normalização
espacial não rígida de modo que esta métrica possa ser utilizada como função
objetivo de um problema de otimização;
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c) construir duas taxonomias, uma de otimização e outra de normalização espacial
de imagens, para fundamentar e contextualizar os princípios da metodologia pro-
posta;

d) desenvolver uma ferramenta computacional para normalização espacial não rígida
assistida por metamodelos e disponibiliza-la em código aberto.

1.2 ORGANIZAÇÃO DO TRABALHO

Os cinco próximos capítulos deste trabalho estão divididos da seguinte forma. O ca-
pítulo 2 apresenta os fundamentos da otimização matemática e as principais abordagens para
este tipo de problema e constrói uma taxonomia sobre otimização. O capítulo 3 descreve os
tipos de modelos de transformação e métricas de similaridade e une estes dois conceitos em
uma taxonomia sobre normalização espacial de imagens. O capítulo 4 desenvolve a metodo-
logia proposta neste trabalho, denominada de Normalização Espacial Não Rígida de Imagens
Assistida por Metamodelos, que inclui a elaboração da métrica de similaridade para avaliar o
desempenho da normalização espacial não rígida. O capítulo 5 apresenta e discute os resultados
dos experimentos da metodologia proposta em três bases de imagens distintas. Finalmente, o
capítulo 6 encerra o trabalho com as considerações finais e trabalhos futuros.
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2 FUNDAMENTOS DA OTIMIZAÇÃO MATEMÁTICA

Este capítulo propõe uma taxonomia baseada na literatura sobre os problemas de otimi-
zação matemática que são relevantes para o desenvolvimento dos próximos capítulos. Esta taxo-
nomia apresenta apenas o formalismo matemático necessário para visualizar cada problema de
otimização. A seção 2.1 introduz o problema geral de otimização e as técnicas mais conhecidas
para encontrar a solução destes problemas. A seção 2.2 descreve a busca por meta-heurísticas,
algoritmos evolutivos e suas aplicações em problemas de otimização global. A seção 2.3 apre-
senta as abordagens adotadas em problemas de otimização de funções custosas ou caixa preta,
ou seja, problemas em que existe uma função custo inacessível e que precisa ser estimada por
técnicas estatísticas ou de inteligência artificial. Finalmente, a seção 2.4 apresenta a taxonomia
descrita neste capítulo.

2.1 INTRODUÇÃO

Otimização matemática, referida neste trabalho como apenas otimização, é a técnica que
busca encontrar a solução que minimiza (ou maximiza) uma função objetivo f(x) através das
variáveis de decisão x = (x1,x2, . . . ,xn), sujeita a l funções de restrição de igualdade hk(x) e
m funções de restrição de desigualdade gj(x) (BOYD; VANDENBERGHE, 2004).

O projeto de algoritmos que solucionam os problemas de otimização são chamados de
programação matemática e a forma padrão para escrevê-los é (VENKATARAMAN, 2009):

minimize f(x1,x2, . . . ,xn)
sujeito a: hk(x1,x2, . . . ,xn) = 0, k = 1,2, . . . ,l

gj(x1,x2, . . . ,xn) ≤ 0, j = 1,2, . . . ,m
xinf

i ≤ xi ≤ xsup
i i = 1,2, . . . ,n,

(1)

onde xinf
i é o limite inferior e xsup

i o limite superior para a i-ésima variável de decisão.

Na Equação (1), a desigualdade l ≤ n deve ser respeitada para existir solução, ou seja,
a dimensão do espaço de decisão deve ser maior ou igual ao número de restrições de igualdade.
No caso em que l = n, a dimensão do espaço de decisão é igual ao número de restrições de
igualdade, o que torna o problema em uma resolução de sistema de equações, dispensando o
uso da programação matemática.

O algoritmo escolhido para solucionar um problema de otimização depende exclusi-
vamente da natureza das funções f(x), h(x) e g(x). Por exemplo, se essas funções forem
lineares, o algoritmo simplex (DANTZIG, 2016) é extremamente eficiente para encontrar a so-
lução ótima. Por outro lado, se a função objetivo f(x) for quadrática e as restrições h(x) e g(x)
forem lineares, o método dos pontos interiores demonstra-se um algoritmo de rápida conver-
gência (NESTEROV; NEMIROVSKII, 1994). A solução por algoritmos para estes problemas
é denominada de programação linear ou programação quadrática, respectivamente.
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Nas situações em que a função objetivo for convexa e o espaço de soluções candidatas
for composto por um conjunto convexo, o problema é classificado como otimização convexa
(BOYD; VANDENBERGHE, 2004). Esta particularidade garante que qualquer mínimo local
também seja o mínimo global, o que torna o processo computacional por algoritmos muito
mais eficiente (BAZARAA; SHERALI; SHETTY, 2013). Analogamente, nas situações em que
a função objetivo for côncava, o máximo local também será o máximo global.

Definição 1 – Função Convexa (BAZARAA; SHERALI; SHETTY, 2013). Uma função
f é chamada convexa sobre o domínio R se o valor da função entre quaisquer dois pontos for
menor ou igual ao valor em qualquer ponto do segmento de reta formado entre eles (Figura 1).
Em outras palavras, se a1 e a2 pertencem ao domínio da função f , então

f(λa1 + (1− λ)a2) ≤ λ · f(a1) + (1− λ) · f(a2) (2)

para todo λ ∈ [0,1].

Figura 1 – Comparação do segmento de reta formado entre dois pontos a1 e a2 para uma
função convexa (a) e para uma função não convexa (b)

(a) Função convexa

x

f

mín. local = mín. global

a 2a 1

λa +(1-λ)aλa +(1-λ)a1λa +(1-λ)a 2

(b) Função não convexa

mín. global

mín. local

x

f

a 1 a 2

Fonte: Autor "adaptado de" Bazaraa; Sherali; Shetty, 2013, p. 99

Definição 2 – Conjunto Convexo (BAZARAA; SHERALI; SHETTY, 2013). Um conjunto
S é chamado convexo sobre o domínio R se o segmento de reta que liga quaisquer dois pontos
contidos no conjunto também pertence ao conjunto (Figura 2). Em outras palavras, se a1 e a2

pertencem ao conjunto S, então

an = λa1 + (1− λ)a2 (3)

deve também pertencer ao conjunto S para todo λ ∈ [0,1].

Por definição, uma função linear é convexa e côncava ao mesmo tempo, e o conjunto
de soluções candidatas formado por restrições lineares sempre será convexo (Carlos A. C.
COELLO; LAMONT; VAN VELDHUIZEN et al., 2007). Portanto, em problemas de progra-
mação linear, o mínimo local será o mínimo global. A Figura 3 mostra a representação gráfica
da solução de um problema de programação linear.



27

Figura 2 – Comparação do segmento de reta formado entre dois pontos x1 e x2 para um
conjunto convexo (a) e para um conjunto não convexo (b)

(a) Conjunto convexo

x2

x
1

(b) Conjunto não convexo

x2

x
1

Fonte: Autor "adaptado de" Bazaraa; Sherali; Shetty, 2013, p. 41

Figura 3 – Solução gráfica de um problema de programação linear com
duas variáveis de decisão visualizada pelas curvas de contorno
da função objetivo. A área delimitada pelas restrições é
representada pela região sombreada e forma o conjunto de
soluções candidatas, onde a solução ótima é dada pelo ponto
(x∗1,x∗2)

x
1

x2

x1
*

x2
*

Fonte: Autor "adaptado de" Bazaraa; Sherali; Shetty, 2013, p. 132

Quanto à programação quadrática, uma função quadrática, na forma matricial Q(x) =
1
2x

T Ax+cTx, só será convexa se A for positiva definida1 (BURER; LETCHFORD, 2009). Sa-
tisfeita esta condição, o mínimo local será o mínimo global. A Figura 4 mostra a representação
gráfica da solução de um problema de programação quadrática.

Outras particularidades em problemas de otimização incluem: funções-objetivo e res-
trições não lineares (programação não linear) (BAZARAA; SHERALI; SHETTY, 2013), do-
mínio discreto ou grafos (programação inteira e programação dinâmica) (BELLMAN, 1956;
DIJKSTRA, 1959; LAWLER; WOOD, 1966), múltiplos objetivos (Carlos A. C. COELLO;
LAMONT; VAN VELDHUIZEN et al., 2007).

1Uma matriz A será positiva definida se todos os autovalores λi de A forem positivos.
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Figura 4 – Solução gráfica de um problema de programação quadrática com
duas variáveis de decisão visualizada pelas curvas de contorno
da função objetivo

x
1

x2

x1
*

x2
*

Fonte: Autor "adaptado de" Bazaraa; Sherali; Shetty, 2013, p. 132

Adicionalmente, os problemas de otimização podem ser divididos em dois tipos: sem
restrições e com restrições. Cada tipo possui uma série de técnicas utilizadas para direcionar o
caminho de busca através de condições de otimalidade. Estas técnicas podem ser de ordem zero
(não utilizam informação do gradiente), 1a

¯ ordem (utilizam o gradiente) e 2a
¯ ordem (utilizam a

matriz hessiana) (VENKATARAMAN, 2009).

2.1.1 Otimização Sem Restrições

Em otimização sem restrições, a forma geral, descrita na Equação (1), pode ser simpli-
ficada para

minimize f(x1,x2, . . . ,xn) (4)

Os pontos estacionários (mínimo, máximo e sela) da função ocorrem quando os hiper-
planos tangentes a esses pontos forem paralelos ao hiperplano das variáveis (VENKATARA-
MAN, 2009). Isto quer dizer que a solução ótima, representada por x∗ = (x∗1,x∗2, . . . ,x∗n), pode
ser detectada quando as variações diferenciais dx1,dx2, . . . ,dxn das variáveis de decisão x so-
bre este hiperplano não mudam a função objetivo f(x). Nesta situação, afirma-se que df = 0.
Portanto:

df = ∂f

∂x1
dx1 + ∂f

∂x2
dx2 + · · ·+ ∂f

∂xn

dxn = 0. (5)

Para garantir que a Equação (5) seja válida para qualquer mudança de dx1,dx2, . . . ,dxn,
as derivadas parciais em x∗ devem ser todas iguais a zero (VENKATARAMAN, 2009).

Definição 3 – Gradiente de uma Função (VENKATARAMAN, 2009). O gradiente é um
vetor das derivadas parciais da função f , e em qualquer ponto representa a direção de maior
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variação de f .

∇f =
[
∂f

∂x1

∂f

∂x2
. . .

∂f

∂xn

]T

. (6)

Por meio da Definição 3, a condição necessária de 1a
¯ ordem para a solução ser ótima é

∇f(x∗) = 0. (7)

Como já foi mostrado, o mínimo local de uma função convexa é também o mínimo
global. Isto quer dizer que, para funções convexas, a condição necessária de 1a

¯ ordem também
será suficiente para a solução ser ótima (mínimo global).

No entanto, em funções não convexas, a Equação (7) é válida para qualquer ponto esta-
cionário da função e não garante que a solução encontrada seja o mínimo global.

Os pontos estacionários podem ser definidos através do sinal da derivada segunda na-
quele ponto. Para funções com mais de uma variável, as derivadas de segunda ordem podem
ser representadas pela matriz hessiana.

Definição 4 – Hessiano (VENKATARAMAN, 2009). A matriz hessiana H é composta pelas
derivadas de segunda ordem da função f , ou seja,

H =



∂2f

∂x2
1

∂2f

∂x1∂x2
. . .

∂2f

∂x1∂xn

∂2f

∂x2∂x1

∂2f

∂x2
2

. . .
∂f

∂x2∂xn

...
... . . . ...

∂2f

∂xn∂x1

∂2f

∂xn∂x2
. . .

∂2f

∂x2
n


. (8)

Calculando a matriz H nos pontos estacionários encontrados pela condição necessária
de 1a

¯ ordem, podem existir três situações:

a) se H(x∗) for positiva definida, então x∗ é um ponto de mínimo;

b) se H(x∗) for negativa definida, então x∗ é um ponto de máximo;

c) se H(x∗) for indefinida, então x∗ é um ponto de sela.

Finalmente, a condição suficiente de 2a
¯ ordem para a solução ser ótima (mínimo) é

H(x∗) > 0. (9)

Definidas as condições de otimalidade, algoritmos que verificam estas condições ite-
rativamente podem ser implementados computacionalmente. Estes algoritmos podem ser de
ordem zero (não utilizam informação do gradiente), 1a

¯ ordem (utilizam o gradiente) e 2a
¯ ordem

(utilizam o hessiano). Porém, devido à complexidade computacional de calcular o hessiano, a
verificação da condição suficiente de 2a

¯ ordem geralmente é evitada em implementações com-
putacionais.
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O caso mais simples de otimização sem restrições é com uma variável de decisão. Para
este tipo de problema, estima-se um chute inicial x0. Em seguida, calcula-se um ∆x que é
quanto a variável xn será incrementada para chegar mais próxima da solução, ou seja xn+1 ←
xn + ∆x. Se a condição de 1a

¯ ordem df/dx = 0 for atendida, então o algoritmo convergiu para
uma possível solução. Caso contrário, o algoritmo calcula um novo ∆x e repete o procedimento
até que df/dx = 0. O Algoritmo 1 mostra os passos básicos para otimização sem restrições de
uma variável.

Algoritmo 1 – Algoritmo para otimização sem restrições de uma variável (VENKATARA-
MAN, 2009)

1 Entrada: x0
2 enquanto df/dx 6= 0 faça
3 Calcular ∆x
4 xn+1 ← xn + ∆x
5 fim

A diferença nos diversos algoritmos de otimização sem restrições de uma variável está
em como ∆x é calculado. Por exemplo, no método de Newton-Raphson (1a

¯ ordem) (ATKIN-
SON, 2008), ∆x = −f ′(x)−1 · f(x). Outros algoritmos para otimização sem restrições de uma
variável são: Método da Bisseção (1a

¯ ordem) (ATKINSON, 2008), Método de Fibonacci (or-
dem zero) (BAZARAA; SHERALI; SHETTY, 2013) e Método da Seção Áurea (ordem zero)
(KIEFER, 1953).

Apesar de serem restritas às aplicações no mundo real, os métodos de otimização de
uma variável são fundamentais para muitos algoritmos de otimização multivariável que utilizam
direção de busca (VENKATARAMAN, 2009), pois ao se definir uma direção, o problema se
torna unidimensional.

Os algoritmos de otimização multivariável são inicializados por um chute inicial x0.
Dessa vez, calcula-se um vetor de direção de busca Sn no espaço de soluções. O incremento
à solução é dado por αnSn, onde αn é a amplitude do vetor Sn. Esta amplitude pode ser en-
contrada pela minimização ao longo da reta formada pelo vetor Sn utilizando os algoritmos de
uma variável, mas também pode-se adotar uma constante c (taxa de aprendizado), como imple-
mentado no algoritmo para otimização das redes neurais artificiais (RUMELHART; HINTON;
WILLIAMS, 1986).

Nos espaços de soluções de alta dimensionalidade, a verificação exata da condição
∇f = 0 para a solução ótima pode levar inúmeras repetições do algoritmo. Portanto, os al-
goritmos para múltiplas variáveis também verificam a convergência para um ponto estacionário
através da variação entre duas iterações da função objetivo |∆f | ou da solução ∆xT ∆x (VEN-
KATARAMAN, 2009). Se estas variações estiverem dentro das tolerâncias ε1 e ε2 especifica-
das, o algoritmo retorna a solução encontrada. É importante também especificar o limite de
iterações N que o algoritmo realiza para que o tempo computacional seja viável em problemas
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de difícil convergência. O Algoritmo 2 mostra os passos básicos para otimização sem restrições
com múltiplas variáveis.

Algoritmo 2 – Algoritmo para otimização sem restrições com múltiplas variáveis (VENKA-
TARAMAN, 2009)

1 Entrada: x0
2 para cada iteração n faça
3 Encontrar o vetor de direção de busca Sn

4 αn ←min f(xn) ou c
5 xn+1 ← xn + αnSn

6 se ∇f = 0
7 ou |∆f | ≤ ε1
8 ou ∆xT ∆x ≤ ε2
9 ou n+ 1 ≤ N então

10 pare
11 fim
12 fim

O maior desafio em desenvolver algoritmos de otimização multivariável está em encon-
trar o vetor de direção de busca Sn que converge para a solução ótima no menor número de
iterações possível. Por exemplo, no caso de problemas de minimização, o algoritmo descida
do gradiente (BAZARAA; SHERALI; SHETTY, 2013) adota como vetor de direção de busca
o gradiente negativo da função −∇f , pois ele indica localmente a direção de maior variação
negativa da função.

Utilizando como exemplo a função objetivo f(x1,x2) = 3sen(0,5 + 0,25x1x2)cos(x1)
(VENKATARAMAN, 2009), visualizada em três dimensões na Figura 5, o problema de otimi-
zação agora pode ser formulado como:

minimize f(x1,x2) = 3 · sen(0,5 + 0,25x1x2) · cos(x1)
−5 ≤ x1 ≤ 5; − 5 ≤ x2 ≤ 5.

(10)

Cada iteração da busca por descida do gradiente para Equação (10) pode ser visualizada
na Figura 6 através do gráfico de curvas de contorno, onde a amplitude do vetor de direção de
busca Sn é uma constante igual a 0,33.

Outros algoritmos que determinam esta direção podem ser de ordem zero, como Mé-
todo de Rosenbrock (ROSENBROCK, 1960), Método de Hooke-Jeeves (HOOKE; JEEVES,
1961), Método de Powell (POWELL, 1964) e Método de Nelder-Mead (NELDER; MEAD,
1965), 1a

¯ ordem, como Gradiente Conjugado (HESTENES; STIEFEL, 1952; FLETCHER;
POWELL, 1963), Método de David-Fletcher-Powel (FLETCHER; POWELL, 1963) e BFGS
(Broyden–Fletcher–Goldfarb–Shanno) (BROYDEN, 1970) e de 2a

¯ ordem como o Método Mo-
dificado de Newton (BAZARAA; SHERALI; SHETTY, 2013).
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Figura 5 – Visualização em três dimensões da função f(x1,x2) dada pela
Equação (10). Vales representados pelas regiões mais escuras

Fonte: Autor

Figura 6 – Representação gráfica de oito iterações da busca por descida do
gradiente. Vales representados pelos contornos mais escuros

Fonte: Autor

2.1.2 Otimização Com Restrições

Na presença de restrições no problema de otimização, a condição necessária de otima-
lidade ∇f = 0 não pode mais garantir uma solução ótima, pois agora o conjunto de soluções
candidatas estará delimitado pelas restrições e o ponto onde o gradiente da função é zero pode
estar fora deste conjunto.

Considerando inicialmente apenas restrições de igualdade, o método de Lagrange trans-
forma as restrições para um problema de otimização sem restrições através da função de La-
grange F , que é a soma da função objetivo original f com a combinação linear das restrições
h, sendo seus coeficientes os multiplicadores de Lagrange λ (VENKATARAMAN, 2009).

Com o método de Lagrange, a forma geral, descrita na Equação (1), pode ser reformu-
lada para
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minimize F (x1, . . . ,xn,λ1, . . . ,λl) = f(x1, . . . ,xn)+
l∑

k=1
λkhk(x1, . . . ,xn)

xinf
i ≤ xi ≤ xsup

i i = 1,2, . . . ,n.

(11)

Ao verificar a condição necessária de otimalidade no lagrangeano (∇F = 0), tem-se
que

∂F

∂xi

= ∂f

∂xi

+
l∑

k=1
λk
∂hk

∂xi

= 0 i = 1,2, . . . ,n

∂F

∂λk

= hk = 0 k = 1,2, . . . ,l.
(12)

Simplificando a Equação (12), a condição necessária de 1a
¯ ordem agora é definida por

∇F = ∇f +
l∑

k=1
λk∇hk = 0

hk = 0 k = 1,2, . . . ,l.
(13)

A partir da Equação (13), pode-se afirmar que a solução ótima para o problema incidirá
no ponto onde o gradiente da função objetivo é igual à soma dos gradientes das restrições mul-
tiplicados por −λ. Considerando um problema com duas variáveis de decisão e uma restrição
de igualdade, esta afirmação pode ser visualizada na Figura 7.

Figura 7 – Representação gráfica da condição necessária de primeira ordem
para problemas de otimização com restrições. As soluções
candidatas incidem sobre o segmento de reta formado pela
restrição de igualdade

∆

h

∆

f

x1

x2

Fonte: Autor "adaptado de" Bazaraa; Sherali; Shetty, 2013, p. 132

Para lidar com as restrições de desigualdade, uma variável slack z2
j é introduzida no

problema (VENKATARAMAN, 2009). O papel desta variável é transformar as restrições de
desigualdade gj(x) ≤ 0 em restrições de igualdade gj(x) + z2

j = 0 para então poder apli-
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car o método de Lagrange descrito anteriormente, com os multiplicadores de Lagrange agora
denominados por β.

Considerando apenas as restrições de desigualdade, a forma geral pode ser reformulada
para

minimize F (x1, . . . ,xn,z1, . . . ,zm,β1, . . . ,βm) = f(x1, . . . ,xn)+
m∑

j=1
βj

[
gj(x1, . . . ,xn) + z2

j

]
xinf

i ≤ xi ≤ xsup
i i = 1,2, . . . ,n.

(14)

As condições necessárias de 1a
¯ ordem (∇F = 0) são

∂F

∂xi

= ∂f

∂xi

+
m∑

j=1
βj
∂gj

∂xi

= 0 i = 1,2, . . . ,n

∂F

∂zj

= 2βjzj = 0 j = 1,2, . . . ,m

∂F

∂βj

= gj + z2
j = 0.

(15)

Da Equação (15), é possível deduzir (VENKATARAMAN, 2009)

0 = 2βjzj = βjz
2
j = βj(−gj) = βjgj = 0. (16)

Portanto, é possível eliminar as variáveis slack e reduzir as condições necessárias de 1a
¯

ordem da Equação (15) para

∇F = ∇f +
m∑

j=1
βj∇gj = 0

βjgj = 0 j = 1,2, . . . ,m.
(17)

A condição βjgj = 0 da Equação (17) mostra que se βj 6= 0 então gj = 0, ou seja,
a restrição gj está ativa, se não, está inativa. Portanto, existem 2m combinações possíveis de
ativação das restrições de desigualdade, onde m é o número total de restrições de desigualdade
do problema.

Por exemplo, para m = 2, as combinações possíveis de ativação das restrições de desi-
gualdade podem ser (VENKATARAMAN, 2009):

a) β1 = 0 (g1 inativa); β2 = 0 (g2 inativa);
b) β1 = 0 (g1 inativa); β2 6= 0 (g2 ativa);
c) β1 6= 0 (g1 ativa); β2 = 0 (g2 inativa);
d) β1 6= 0 (g1 ativa); β2 6= 0 (g2 ativa).

A Figura 8 mostra duas visualizações gráficas da solução de um problema de otimização
com duas variáveis de decisão. O primeiro (a) com duas restrições de desigualdade ativas e o
segundo (b) com nenhuma restrição de desigualdade ativa.
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Figura 8 – Representação gráfica da condição necessária de primeira ordem para problemas de
otimização com duas restrições ativas (a) e nenhuma restrição ativa (b)

(a) Duas restrições ativas

x1

x2

∆

f

∆

f

∆

∆

h2

∆

h1

(b) Nenhuma restrição ativa

x1

x2

∆

f =0

Fonte: Autor "adaptado de" Bazaraa; Sherali; Shetty, 2013, p. 132

Finalmente, as condições necessárias de 1a
¯ ordem para o problema geral de otimização,

conhecidas também como condições gerais de Kuhn Tucker (KUHN; TUCKER, 1951) são

∇F = ∇f +
l∑

k=1
λk∇hk +

m∑
j=1

βj∇gj = 0

hk = 0 k = 1,2, . . . ,l

βjgj = 0 j = 1,2, . . . ,m.

(18)

Um método computacional para solucionar problemas de otimização com restrições é
transformar o problema original em um problema sem restrições através da adição de um termo
na função objetivo que penaliza ou previne qualquer violação das restrições (FIACCO; MC-
CORMICK, 1990; POWELL, 1967). Em seguida, utilizam-se os algoritmos de otimização sem
restrições.

Outro método é, a partir de uma solução candidata, buscar uma nova solução dentro das
restrições e que seja melhor que a anterior (ZOUTENDIJK, 1960). Um algoritmo que imple-
menta este método é o SQP (Sequential Quadratic Programming), o qual realiza o processo de
otimização através de aproximações quadráticas do lagrangeano sujeito a aproximações lineares
das restrições (BAZARAA; SHERALI; SHETTY, 2013; R. B. WILSON, 1963).

2.2 BUSCA POR META-HEURÍSTICAS

As abordagens de otimização citadas na seção 2.1 possuem uma extensa formulação
matemática para garantir que, a partir de uma solução inicial, os algoritmos possam convergir
para uma solução que respeite as condições de otimalidade. Para guiar o caminho de busca,
os algoritmos tradicionais determinam um vetor de direção baseado no gradiente. No entanto,
além de não haver nenhuma garantia de convergência para um mínimo global, o cálculo do
gradiente falhará nas regiões de descontinuidades da função objetivo.
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A partir disso, surgiram os métodos heurísticos, como o Método de Nelder-Mead (NEL-
DER; MEAD, 1965), que trabalham com suposições teóricas menos estritas para determinar a
direção de busca e pressupõem que, para encontrar um mínimo global, os algoritmos não devem
apenas seguir as direções de busca que minimizam a função mais rapidamente, mas também es-
tabelecer uma relação de exploração do espaço de busca, que pode ser estocástica ou baseada
em informações passadas. Ao contrário de seguir sempre a direção que minimiza a função obje-
tivo, esta exploração procura levar o processo de busca a um subespaço ainda inexplorado com
a expectativa (portanto, sem garantia teórica) de que uma solução melhor que a anterior ainda
possa ser encontrada.

Dentro do contexto de métodos heurísticos, um novo paradigma para a solução de pro-
blemas de otimização pode ser descrito: os métodos meta-heurísticos (GLOVER, 1986). Os
métodos meta-heuristicos diferem-se dos métodos heurísticos, pois os elementos de um al-
goritmo meta-heurístico são descritos por uma metáfora, muitas vezes inspiradas na natureza
(bioinspiradas) (YANG, 2010), mas é o projetista quem deve abstrair esta metáfora de acordo
com o tipo de problema (não linear, grafo, etc), determinar os parâmetros e implementá-los.
Portanto, dois algoritmos inspirados na mesma metáfora podem divergir em algumas operações
por conta do leque de interpretações possíveis, dificultando a classificação destes algoritmos.

A grande maioria dos algoritmos meta-heurísticos são baseados em populações de so-
luções, ou seja, o processo de busca agora é dado a partir da interação entre uma população
de soluções candidatas, ao contrário dos métodos que utilizam uma única solução. A grande
vantagem é que a exploração de novos subespaços de soluções pode ser feita simultaneamente e
com compartilhamento de informação, permitindo que a busca seja dividida em subpopulações
e implementada em máquinas paralelas (BACK; HAMMEL; SCHWEFEL, 1997).

Exemplos de algoritmos baseados em populações podem ser: evolutivos (L. J. FOGEL;
OWENS; WALSH, 1966; HOLLAND, 1975) (inspirado no processo de evolução e seleção
natural, onde as melhores soluções da população são recombinadas para eventualmente gerar
soluções melhores ainda), enxame de partículas (KENNEDY, 2011) (inspirado na interação
social descentralizada entre diferentes organismos) e colônia de formigas (DORIGO; MANI-
EZZO; COLORNI, 1996) (inspirado no comportamento das formigas para traçar uma rota e
encontrar mantimentos).

Algoritmos meta-heurísticos também podem ser baseados em um única solução, como:
têmpera simulada (KIRKPATRICK; GELATT; VECCHI et al., 1983) (inspirado nos processos
metalúrgicos de tratamento térmico de sólidos) e busca tabu (GLOVER, 1986). Este último é o
único algoritmo meta-heurístico amplamente difundido que não foi inspirado pela natureza.

2.2.1 Algoritmos Evolutivos

A ideia de utilizar o processo de evolução como inspiração para algoritmos de otimi-
zação torna-se muito válida uma vez que, segundo a seleção natural (DARWIN, 1859), os
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indivíduos mais aptos a determinado ambiente têm maiores chances de sobreviver e passar suas
características para gerações futuras. Na taxonomia de otimização, isto quer dizer que os atri-
butos das soluções mais próximas de um mínimo global devem ser mantidas e transmitidas para
as outras soluções e as que estão mais longe devem ser eliminadas, de forma que, dado um
número suficiente de iterações, acontece a convergência para uma única solução.

Além disso, estes métodos trabalham com um conjunto de soluções candidatas (po-
pulação) e realizam diversas interações entre elas para encontrar a solução ótima. Uma das
vantagens de se utilizar uma população de soluções é que o algoritmo é inicializado em diver-
sos subespaços diferentes do espaço de busca, o que aumenta a probabilidade de que em um
desses subespaços esteja o mínimo global. A Figura 9 mostra a inicialização de um algoritmo
evolutivo para o problema de otimização dado pela Equação (10).

Figura 9 – População inicial de soluções
gerada aleatoriamente

Fonte: Autor

Assim como na natureza, o processo de evolução das soluções não pode ser exclusi-
vamente determinístico, pois o algoritmo também depende da exploração em busca de novos
subespaços promissores. Isto acontece por meio do uso de diversos operadores matemáticos2,
como recombinação e mutação (BACK; HAMMEL; SCHWEFEL, 1997), que são responsáveis
pela modificação (com diferentes níveis de aleatoriedade) do conjunto de soluções em cada
geração do algoritmo.

O algoritmo que seguir as premissas citadas acima pode ser classificado como um al-
goritmo evolutivo. O Algoritmo 3 mostra o algoritmo fundamental que segue estas premissas,
onde P representa a população e D os descendentes.

Os operadores que realizam a inicialização de P0, a variação de Pn e a seleção de D
devem ser descritos por heurísticas especificadas pelo projetista. Isto implica que os algorit-
mos evolutivos diferem entre si para cada tipo de problema, pois são heurísticas que gerenciam
outras heurísticas, daí o fato destes métodos serem meta-heurísticos. No entanto, a forma canô-

2Também podem ser chamados de operadores genéticos.
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Algoritmo 3 – Algoritmo evolutivo (BACK; HAMMEL; SCHWEFEL, 1997)
1 Entrada: P0
2 para cada geração n faça
3 D ← variar(Pn)
4 Pn+1 ← selecionar(D)
5 fim

nica de um algoritmo evolutivo deve conter as seguintes características (BACK; HAMMEL;
SCHWEFEL, 1997): (a) representação, (b) recombinação, (c) mutação e (d) seleção.

a) a representação dos indivíduos pode ser uma variável ou uma estrutura de dados
que possa ser implementada computacionalmente e deve ser escolhida de acordo
com o tipo de problema de otimização. Por exemplo, em um problema de otimiza-
ção numérica, uma representação conveniente de uma solução seria por números
reais, já para otimização combinatória de um grafo, uma representação das solu-
ções seria uma lista dos vértices. Além disso, esta representação deve ser consis-
tente com os operadores de recombinação e mutação para evitar que soluções fora
da região de soluções candidatas sejam geradas (Carlos A C. COELLO, 2002).

A forma de representação de indivíduos foi estudada independentemente
por dois estudos pioneiros. Um deles, conhecido como estratégias evolutivas (Evo-

lution Strategies) (SCHWEFEL, 1965), tratava essencialmente de problemas de
funções matemáticas e sua representação era numérica. Já o outro, conhecido
como algoritmos genéticos (HOLLAND, 1975), buscou inspirações na sequência
de DNA e foi representada por um vetor de números binários, o que dá maior
versatilidade para trabalhar no domínio discreto.

b) a recombinação das soluções em algoritmos evolutivos é equivalente à troca de
material genético na natureza e foi inicialmente um operador exclusivo dos algo-
ritmos genéticos (BACK; HAMMEL; SCHWEFEL, 1997). É através desta ope-
ração que os atributos que tornam duas soluções promissoras são recombinados
com o objetivo de potencialmente gerar uma solução melhor ainda. No entanto, se
este processo acontecer com muita frequência, a população de soluções pode ficar
homogênea e convergir prematuramente para um mínimo local. Por conta disso,
atribui-se uma probabilidade de recombinação para controlar a taxa de convergên-
cia do algoritmo, tornando este operador estocástico.

A recombinação deve ser pensada de acordo com a representação escolhida
para as soluções do problema de otimização. Por exemplo, se a representação for
um número real, a recombinação pode ser a média entre duas soluções ou, para
casos multidimensional, a recombinação pode ser a troca da coordenada xn de
uma solução com a coordenada xn de outra. Já no caso em que a representação é
binária, a troca de material genético pode ocorrer pela comutação entre as sequên-
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cias de DNA de duas soluções. A Figura 10 mostra o efeito da recombinação entre
soluções em relação à convergência do problema.

Figura 10 – Representação gráfica do efeito do operador de recombinação entre duas soluções
na convergência da solução. O operador de recombinação exemplificado é a média
entre as duas soluções

(a) Geração antecessora

x

f

2s
s1

(b) Geração sucessora

x

f

s'

Fonte: Autor

c) a mutação é a operação que aumenta a chance de que novos subespaços de so-
luções sejam visitados antes que o algoritmo evolutivo convirja, e ocorre pela
perturbação do material genético de cada indivíduo.

Em algoritmos genéticos, este processo deve ser estocástico e uma probabi-
lidade de mutação é atribuída para controlar a taxa de exploração do algoritmo. A
taxa de exploração é a frequência em que o algoritmo irá buscar novos subespaços
em busca de soluções mais promissoras. Se esta taxa for muito alta, o algoritmo
pode levar muito tempo para convergir, pois a mutação frequentemente levará a
solução a um novo subespaço. Porém, uma taxa muito baixa pode dificultar o
algoritmo a sair de uma condição de estagnação em um mínimo local.

Um exemplo de mutação em representações numéricas seria a multipli-
cação da solução por uma constante capaz de colocá-la em um novo subespaço
possivelmente melhor que o anterior. Para representações binárias, a mutação
ocorre pela inversão de um—ou alguns—dos bits da sequência de DNA. A Figura
11 mostra o efeito da mutação de uma solução em relação à exploração de novos
subespaços. Neste cenário, ocorre a migração da solução para uma região mais
promissora do espaço de busca.

Em estratégias evolutivas, o operador de mutação também é um fator esto-
cástico, porém não fica à escolha do projetista. A mutação neste caso é uma per-
turbação gaussiana em cada solução da população (BACK; HAMMEL; SCHWE-
FEL, 1997). Para aumentar as chances de se obter uma solução melhor após a
mutação, os algoritmos de estratégias evolutivas possuem o operador de autoa-
daptação, que busca alinhar a matriz de covariância da distribuição normal com
a direção esperada de maior variação (D. B. FOGEL, 1994). A Figura 12 mostra
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Figura 11 – Representação gráfica do efeito do operador de mutação de uma solução na
exploração de novos subespaços. O operador de mutação exemplificado é a
multiplicação por uma constante
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Fonte: Autor

como ocorre esta mutação em um problema de otimização numérica e compara
com o efeito do operador de autoadaptação.

d) finalmente, a seleção é a operação responsável por escolher os indivíduos mais
aptos para reprodução. O primeiro passo para a seleção é determinar a função de
aptidão para avaliar as soluções, que na taxonomia de otimização é o equivalente
à função objetivo. Apesar de selecionar os melhores indivíduos parecer a escolha
mais razoável, existem diversas estratégias de seleção.

A seleção em algoritmos genéticos considera que sempre escolher as me-
lhores soluções para reprodução pode comprometer o processo de evolução por
conta da homogenização da população de indivíduos precocemente. Portanto, um
fator estocástico, que é a probabilidade de selecionar uma solução para recom-
binação, é acrescentado na etapa de seleção. Esta probabilidade é proporcional
à aptidão de cada indivíduo, ou seja, os indivíduos mais aptos continuam com

Figura 12 – Representação gráfica do efeito do operador de autoadaptação para aceleração da
convergência por mutação em algotimos de estratégias evolutivas

(a) Autoadaptação com covariância nula
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Fonte: Autor "adaptado de" D. B. Fogel, 1994, p. 9
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maiores chances de recombinarem entre si, mas agora os indivíduos menos ap-
tos também possuem chances de serem selecionados, o que garante a diversidade
da população de soluções. A implementação desta estratégia é conhecida como
método da roleta (HOLLAND, 1975) e teve forte inspiração na natureza, onde
diversas espécies competem pela sobrevivência. Já nos algoritmos de estratégias
evolutivas, a seleção de indivíduos é dada de forma determinística, onde as me-
lhores soluções são selecionadas para as próximas gerações. A Figura 13 mostra
a seleção pelo método da roleta.

Figura 13 – Probabilidade proporcional à aptidão para seleção de
soluções para recombinação pelo método da roleta
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Fonte: Autor "adaptado de" D. B. Fogel, 1994, p. 5

Tomando-se novamente como exemplo o problema de otimização da Equação (10), um
algoritmo evolutivo pode ser desenvolvido para solucioná-lo. Na Figura 14, é mostrado o pro-
cesso de evolução utilizando duas estratégias distintas para recombinação. Na coluna (a), a
recombinação é dada pela média entre dois indivíduos, já na coluna (b) a recombinação é dada
pela troca das coordenadas entre dois indivíduos. Nos dois casos a probabilidade de recombi-
nação é 85%. Outros parâmetros do algoritmo são:

a) representação: Número real entre −5 e +5;

b) mutação: Multiplicação por um fator aleatório que segue uma distribuição uni-
forme no intervalo de +0,8 e +1,2. A probabilidade de haver mutação de uma
solução é de 12%;

c) seleção: Método da roleta, com o melhor indivíduo da população atual Pn mantido
para a próxima população Pn+1 (elitismo).

Na Figura 14, é possível visualizar o efeito que o operador de recombinação pode trazer
para a convergência do algoritmo. Em ambos os casos, a população de soluções encontrou o
subespaço com o mínimo global da função. Porém, a estratégia de recombinação adotada na
coluna (b) da Figura 14 não foi suficiente para manter a diversidade do problema e a população
convergiu antes de chegar ao mínimo da função. Neste caso, a diversidade da população nas



42

Figura 14 – Processo de evolução do algoritmo evolutivo para duas estratégias de
recombinação distintas da geração 0, 1, 5 e 10, respectivamente

(a) filho =
(
pai1[x1] + pai2[x1]

2 ,
pai1[x2] + pai2[x2]

2

)
(b) filho = (pai1[x1],pai2[x2])

Fonte: Autor

próximas gerações só ocorrerá através da mutação de indivíduos, que possui uma probabilidade
baixa.

Na coluna (a) da Figura 14, apesar de também não chegar ao mínimo, ainda existe
diversidade de soluções na população de indivíduos. Nestas condições, o processo evolutivo
ainda pode gerar soluções melhores e convergir para o mínimo global.
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Além dos métodos apresentados acima, existem outros algoritmos evolutivos que são re-
lativamente bem conhecidos na literatura, como: DE (Diferential Evolution) (PRICE; STORN;
LAMPINEN, 2006), EDA (Estimation of Distribuition Algorithm) (LARRAÑAGA; LOZANO,
2002) e CMA-ES (Covariance Matrix Adaptation Evolution Strategy) (HANSEN; OSTER-
MEIER, 2001), este último uma extensão das estratégias evolutivas.

2.3 OTIMIZAÇÃO DE FUNÇÕES CAIXA PRETA OU CUSTOSAS

Em tarefas de otimização em que o comportamento da função objetivo é desconhe-
cida, incerta, de difícil acesso ou computacionalmente custosa, torna-se indispensável uma nova
abordagem para o problema, uma vez que os métodos citados anteriormente necessitam do gra-
diente da função e/ou de muitos cálculos do valor da função objetivo em diferentes pontos do
espaço de busca. Na literatura, otimização de funções caixa preta ou custosas é conhecida
como otimização assistida por metamodelos ou método da superfície de resposta, pois utilizam
aproximações da função objetivo no espaço de busca (FORRESTER; KEANE, 2009).

Quando a função objetivo é desconhecida, ou seja, não existe uma expressão matemática
que a defina, ou incerta, o desafio está em estimá-la através de técnicas estatísticas para poder
iniciar o processo de busca (QUEIPO et al., 2005). A palavra estimar pode parecer inadequada
no vocabulário de otimização, pois existe a possibilidade de a aproximação suavizar algumas
regiões do espaço de busca, escondendo os mínimos globais verdadeiros, ou até mesmo mode-
lando falsos mínimos. Por conta disso, existem diversos modelos e estratégias para aproximação
da função objetivo (JONES, 2001).

Outra situação que requer otimização assistida por metamodelos é quando a função ob-
jetivo é de difícil acesso ou computacionalmente custosa. Nestes casos, para evitar ao máximo
a avaliação da função objetivo verdadeira, é construído um modelo mais simples em cima de
dados conhecidos (JIN; CHEN; SIMPSON, 2001). A diferença é que agora a função objetivo é
conhecida, portanto o processo de otimização recorre à função original para ajustar o caminho
de busca e evitar o problema de suavização dos mínimos.

O processo de otimização assistida por metamodelos é fundamentalmente composto por
três etapas (FORRESTER; KEANE, 2009). A primeira delas, conhecida como projeto de ex-
perimentos, consiste em fazer a amostragem inicial do espaço de busca para a construção do
modelo de partida. Esta amostragem deve ser feita de modo a maximizar o ganho de informa-
ção sobre o espaço que se deseja modelar com o mínimo de amostras possível, pois a função
objetivo pode ser custosa (SIMPSON et al., 2001). A segunda etapa está na escolha da cons-
trução do modelo em si. Com as amostras realizadas na primeira etapa, deve-se em seguida
modelar a função objetivo no espaço de busca utilizando o modelo mais apropriado para o tipo
de problema (G. G. WANG; SHAN, 2007). A terceira e última etapa é a atualização do modelo.
Nesta etapa, são realizadas novas amostragens para aperfeiçoar o modelo nas regiões mais pro-
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missoras e convergir para uma boa solução com o mínimo de amostras possível. Finalmente, o
processo de otimização assistido por metamodelos é essencialmente dado pelo Algoritmo 4.

Algoritmo 4 – Algoritmo de otimização assistido por metamodelos.
1 Amostragem inicial (Projeto de experimentos)
2 Construir o modelo inicial
3 enquanto não convergir faça
4 Amostrar os espaços com maiores chances de encontrar o mínimo global
5 Atualizar o modelo com novas amostras
6 fim

Considerando que a função objetivo do problema da Equação (10) é desconhecida, as
etapas do processo de otimização assistido por metamodelos podem ser visualizadas na Figura
15. Para a otimização deste problema, foi preciso apenas modelar a função objetivo no subes-
paço que continha o mínimo da função, o que corresponde a um modelo simplificado do espaço
de busca original. Isto significa que o erro do modelo construído fora da região amostrada pode
ser alto.

Figura 15 – As etapas de um processo de otimização por metamodelos

(a) Projeto de experimentos com 11 amostras (b) Modelo de partida

(c) Modelo atualizado após 6 amostras (d) Espaço de busca original

Fonte: Autor

Além de evitar o excesso de avaliações da função objetivo, a metamodelagem também
pode ser utilizada para uma aproximação da função objetivo no espaço de busca real (JONES;
SCHONLAU; WELCH, 1998). Neste caso, a etapa de atualização do modelo irá amostrar as
regiões de maior incerteza do modelo atual. Apesar de aproximar a função objetivo no espaço de
busca não ser um processo de otimização, esta aproximação pode ser utilizada como espaço de
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busca para vários dos algoritmos de otimização, principalmente em problemas em que a função
objetivo não é conhecida, além de ser particularmente útil quando se deseja compreender mais a
fundo o comportamento do sistema em questão. Obviamente que, quanto maior a confiabilidade
desejada do modelo, maior deverá ser o número de amostras.

Adotando os mesmos parâmetros da Figura 15, a Figura 16 mostra as etapas de atualiza-
ção do modelo quando o critério de amostragem é de minimizar a incerteza do modelo ao invés
da função objetivo.

Figura 16 – Atualização do modelo para aproximação da função objetivo no espaço de busca
real

(a) Modelo atualizado após 30 amostras (b) Modelo atualizado após 60 amostras

Fonte: Autor

Diversos trabalhos sobre as opções de projeto de experimentos e modelagem podem ser
encontrados na literatura (JONES; SCHONLAU; WELCH, 1998; JONES, 2001; SIMPSON
et al., 2001; JIN; CHEN; SIMPSON, 2001; QUEIPO et al., 2005; G. G. WANG; SHAN,
2007; FORRESTER; KEANE, 2009). Uma síntese sobre as técnicas de otimização assistida
por metamodelos encontradas nestes trabalhos será apresentada nas seções 2.3.1, 2.3.2 e 2.3.3.

2.3.1 Projeto de Experimentos

O principal objetivo do projeto de experimentos é escolher a disposição das amostras
para descrever adequadamente o comportamento da função no espaço das variáveis de decisão.
Tradicionalmente, o projeto de experimentos consiste em observar o efeito individual de cada
variável de decisão. Para que isto seja possível, as amostras devem ser feitas para os n níveis
possíveis das k variáveis de decisão, o que resulta em nk amostras. Esta amostragem chama-se
projeto por fatoração completa e é evidentemente inviável no domínio contínuo, onde n→∞,
além de crescer exponencialmente conforme o número de variáveis de decisão aumenta. A
inviabilidade do projeto por fatoração completa pode ser contornada através da limitação dos
níveis de cada variável, ou pelo projeto por fatoração parcial, que utiliza nk−p como número de
amostras, onde p é o tamanho da partição da fatoração completa. Outros métodos similares são:
projeto de Plackett-Burman, projeto por composição central e Box-Behnken. Estes métodos,
também chamados de métodos clássicos, tendem a contemplar grande parte de suas amostras
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na fronteira do espaço das variáveis de decisão e poucas no centro, conforme ilustra a Figura
17.

Figura 17 – Projeto de experimentos por fatoração
de cinco níveis e duas variáveis

Fonte: Autor

Para processos que envolvem erros determinísticos, como os computacionais, Sacks et
al. (1989) mostram que os métodos clássicos para projetos de experimentos são ineficientes ou
até mesmo inapropriados por serem voltados a experimentos físicos que carregam erros alea-
tórios. Para experimentos computacionais, o projeto de experimentos ideal tende a preencher
o espaço das variáveis de decisão, ao invés das fronteiras, o que dá o nome a estas técnicas de
métodos de preenchimento.

Processos de otimização e modelagem que ocorrem através da amostragem de resultados
de simulações ou operadores computacionais é um exemplo de processos computacionais que
envolvem erros determinísticos e, portanto, o método de preenchimento é o mais adequado para
amostrar o espaço das variáveis de decisão.

Um exemplo de amostragem por preenchimento é a amostragem pelo hipercubo latim,
que procura garantir que as amostras sejam alocadas em partições diferentes do espaço das va-
riáveis, evitando amostras redundantes. No entanto, a amostragem pelo hipercubo latim não
garante a uniformidade da disposição das amostras, o que pode ser uma característica indese-
jável para projetos de experimento. Para evitar este problema, existe a amostragem ótima por
hipercubo latim, que otimiza os parâmetros de dispersão, como distância mínima ou correlação.
A Figura 18 mostra a comparação da amostragem pelo hipercubo latim e a amostragem ótima
pelo hipercubo latim.

Também é comum a utilização do método de Monte Carlo para simulação de experi-
mentos, que é uma técnica de preenchimento estocástica para amostragem de experimentos
computacionais. Porém, este método não é citado por trabalhos sobre otimização assistida por
metamodelos.
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Figura 18 – Exemplo de 25 amostras pelo hipercubo latim (a) e amostragem ótima pelo
hipercubo latim (b)

(a) Amostragem pelo hipercubo latim (b) Amostragem ótima pelo hipercubo latim

Fonte: Autor

2.3.1.1 O Problema da Dimensionalidade

As figuras mostradas foram exemplificadas para um espaço com até duas variáveis de
decisão para facilitar sua visualização. Muitos problemas aplicados, no entanto, são problemas
de n variáveis, onde n é muito maior do que 2. O problema de se trabalhar em espaços de
alta dimensionalidade é que o número de amostras necessárias para descrever um modelo com
a mesma precisão cresce exponencialmente conforme o número de dimensões aumenta (Curse

of Dimensionality (BELLMAN, 1956)). Consequentemente, uma rotina de otimização assis-
tida por metamodelos pode ser extremamente prejudicada se o espaço de decisões for de alta
dimensionalidade, uma vez que amostrar o espaço nestes problemas pode ser altamente cus-
toso. Apesar disso, já existem trabalhos publicados na literatura que abordam o problema da
dimensionalidade em otimização assistida por metamodelos (SHAN; G. G. WANG, 2010).

2.3.2 Metamodelos e Aprendizado de Máquina

O nome metamodelo é empregado quando se cria um modelo do modelo. Por exemplo:
uma simulação computacional é um modelo simplificado de um sistema do mundo real. No
entanto, para tarefas de otimização, que geralmente envolvem muitas iterações, o modelo de
simulação pode ainda ser computacionalmente custoso, daí a necessidade de construir um novo
modelo em cima da simulação.

Dado um conjunto de amostras, técnicas estatísticas ou computacionais são capazes de
encontrar uma função que melhor descreve este conjunto. Posteriormente, a função encontrada
pode ser utilizada para prever ou classificar dados futuros. Na literatura de estatística, encontrar
uma função que melhor descreve um conjunto de dados é tradicionalmente conhecida por reco-
nhecimento de padrões (BISHOP, 2006). Porém, com o avanço dos métodos computacionais,
estas técnicas também podem ser encontradas na literatura de inteligência artificial pelo nome
de aprendizado de máquina (RUSSELL; NORVIG, 2010).
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Adotando o vocabulário de aprendizado de máquina, existem dois tipos principais de
aprendizado que podem ser facilmente distinguidos: supervisionado e não supervisionado. Em
aprendizado supervisionado, um modelo é construído a partir de dados cujas saídas da função
a ser modelada são conhecidas ou podem ser calculadas, ou seja, é um aprendizado baseado
em exemplos previamente conhecidos. Já no aprendizado não supervisionado, o objetivo é
entender o comportamento dos dados para poder agrupá-los por similaridades. Ao contrário do
aprendizado supervisionado, o aprendizado não supervisionado não utiliza exemplos da saída
esperada da função a ser modelada e, por conta disso, este método não é utilizado para construir
um modelo analítico a partir dos dados.

Adicionalmente, as tarefas de aprendizado supervisionado são empregadas em dois tipos
de problemas: regressão e classificação. Na regressão, o objetivo é encontrar um modelo que
aproxima no espaço contínuo a função que melhor descreve os dados, ou seja, a saída deste
modelo deve ser um valor contínuo. Já na classificação, o objetivo é encontrar um hiperplano
que melhor separa os dados no espaço discreto (classes), ou seja a saída deste modelo deve ser
um valor discreto. Naturalmente, o tipo de aprendizado supervisionado deve ser escolhido de
acordo com a continuidade do espaço de busca que se deseja modelar.

Há ainda um terceiro tipo de aprendizado de máquina que é o aprendizado por reforço.
Este tipo de aprendizado tem sido recentemente beneficiado pelas técnicas de otimização baye-
siana (BROCHU; CORA; FREITAS, 2010), que pertence à literatura de otimização assistida
por metamodelos descrita neste trabalho.

A construção de um metamodelo para otimização é fundamentalmente baseada nos con-
ceitos de aprendizado supervisionado e, consequentemente, também é um método estatístico.
Em outras palavras, o algoritmo de otimização deve "aprender" com as amostras disponíveis
a melhor função que descreve os dados para então poder iniciar o processo de busca. Ironica-
mente, o próprio processo de construção de um metamodelo é um processo de otimização, o que
significa que um algoritmo de otimização assistido por metamodelos necessita "otimizar para
otimizar". Obviamente que a função objetivo para otimizar a construção de um metamodelo é
computacionalmente mais simples que a tarefa de otimização principal.

Existem inúmeros métodos de aprendizado de máquina supervisionado, inclusive a com-
binação de métodos diferentes (ensembles). Os algoritmos tradicionalmente utilizados na lite-
ratura de otimização assistida por metamodelos, que serão descritos nas próximas seções, são:
regressão polinomial (George E. P BOX; K. B. WILSON, 1992), funções de base radial (BUH-
MANN, 2003), redes neurais artificiais (RUMELHART; HINTON; WILLIAMS, 1986) e kri-

ging (JONES; SCHONLAU; WELCH, 1998). Outros algoritmos de aprendizado de máquina
para a construção de metamodelos são: máquinas de vetores de suporte (VAPNIK, 2013) e
regressão adaptativa por splines multivariadas (FRIEDMAN, 1991).
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2.3.2.1 Regressão polinomial

Este método é tradicionalmente conhecido como o pioneiro e o mais estudado metamo-
delo na literatura, apesar de sua popularidade ter caído nos últimos anos devido ao surgimento
de novos métodos mais modernos e mais eficientes (George E. P. BOX; DRAPER, 1987). No
entanto, devido à sua facilidade de implementação, este método é o mais recomendável para
problemas simples (até 10 variáveis de decisão) e com espaço de busca uniforme.

Dada uma saída y e as variáveis de decisão x = (x1,x2, . . . ,xn) que influenciam y, a
relação entre y e x é dada por

y = f(x) + ε, (19)

onde ε representa o erro aleatório descrito por uma distribuição normal de média zero e desvio
padrão σ. Considerando que a função f(x) não é conhecida, um polinômio g(x) de ordem m

deve ser encontrado para aproximar f(x). Portanto, o valor estimado da saída é dado por

ŷ = g(x). (20)

A ordem m do polinômio g(x) deve ser escolhida de acordo com a complexidade es-
perada de f(x). Adotar um polinômio de ordem elevada dará maior flexibilidade ao modelo
para incluir as multimodalidades de f(x). Porém, a capacidade de predição do modelo fica
prejudicada pois outliers do conjunto de dados ou até mesmo ruído podem ser modelados. Este
problema é conhecido por overfitting, que em português significa "super especialização", e é um
problema inerente a todos os modelos de aprendizado de máquina. Por outro lado, modelar por
um polinômio de ordem muito baixa compromete a flexibilidade e pode resultar em um modelo
inconsistente com os dados.

Dada estas considerações, escolher a ordem do polinômio não é uma tarefa simples.
Uma premissa é a Navalha de Occam (RUSSELL; NORVIG, 2010): "prefira o modelo g(x)
mais simples consistente com os dados".

Para problemas de otimização assistida por metamodelos, geralmente são escolhidos
polinômios de ordem baixa com m = 1, m = 2 ou m = 3, descritos pelas Equações (21), (22)
e (23), respectivamente.

ŷ = β0 +
n∑

i=1
βixi, (21)

ŷ = β0 +
n∑

i=1
βixi +

n∑
i=1

n∑
j=1

βijxixj, (22)

ŷ = β0 +
n∑

i=1
βixi +

n∑
i=1

n∑
j=1

βijxixj +
n∑

i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

βijkxixjxk, (23)

onde β são os coeficientes do modelo polinomial que devem ser ajustados para que o erro entre
f(x) e ŷ sejam mínimos.
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Considerando um modelo polinomial g(x) de ordem 2 e coeficientes β0 = 10, β1 = 2,
β2 = 3, β11 = 2, β12 = 1, β21 = 1 e β22 = 1, a função de saída correspondente é dada por

ŷ = 10 + 2x1 + 3x2 + 2x2
1 + x1x2 + x2x1 + x2

2 (24)

e sua respectiva visualização é mostrada na Figura 19.

Figura 19 – Visualização gráfica do polinômio dado pela Equação (24)

(a) Visualização em três dimensões
(b) Curvas de contorno

Fonte: Autor

Em processos computacionais determinísticos, o erro entre o modelo polinomial e os
dados não é aleatório. Enquanto que assumir um erro aleatório para experimentos físicos ge-
ralmente é útil, para modelos de processos computacionais o erro é inteiramente dado pela
modelagem, e pode ser eliminado por interpolação. A desvantagem de usar um modelo polino-
mial de ordem baixa é que quase nunca será possível a interpolação. Como consequência, se
a ordem do polinômio g(x) escolhido for muito baixa para a complexidade de f(x), o modelo
será incapaz de adaptar-se conforme novos dados são amostrados.

2.3.2.2 Funções de Base Radial

A regressão por funções de base radial parte da mesma premissa que a regressão poli-
nomial. A diferença é que agora o modelo assume que a saída y, para as variáveis de decisão
x = (x1,x2, . . . ,xn), é a soma de N funções radiais φ(x,µ) = φ(‖x− µ‖) simétricas, pondera-
das por w e erro ε, ou seja,

y =
N∑

i=1
wiφ(‖x− µi‖) + εi. (25)

A norma Euclidiana (‖x− µ‖) é geralmente escolhida, mas outras medidas de distância
podem ser adotadas.

Funções de base radiais são essencialmente caracterizadas pela redução (ou aumento) do
valor da saída y conforme distancia-se (ou aproxima-se) do ponto central µ com sensibilidade
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(raio) σ2—este último dado na forma matricial para funções multivariadas. O formato (kernel)
da função de base radial e a sensibilidade σ2 são parâmetros que devem ser escolhidos para o
modelo. Dois exemplos de formatos de funções de base radial são a gaussiana e a quadrática
inversa, mostradas pelas Equações (26) e (27), respectivamente.

φ(‖x− µ‖) = exp

(
−‖x− µ‖

2

2σ2

)
, (26)

φ(‖x− µ‖) = 1√
‖x− µ‖2 + µ2

. (27)

A flexibilidade das funções de base radial, isto é, a capacidade de ajustar-se a diversos
tipos de funções, vem da liberdade de escolha para diferentes valores de w e µ, que devem ser
encontrados de maneira similar aos coeficientes β dos modelos polinomiais.

Considerando o modelo ŷ, a soma entre duas funções radiais φ1(x,µ1) e φ2(x,µ2) de
kernel gaussiano, w1 = 1, w2 = −2, µ1 = [0,3], µ2 = [−2, − 2], σ2

1 = [ 3 0
0 3 ] e σ2

2 = [ 2 0
0 2 ], a

função correspondente é dada por

ŷ = exp

(
−x

2
1 + (x2 − 3)2

3

)
− 2 · exp

(
−(x1 + 2)2 + (x2 + 2)2

2

)
(28)

e sua respectiva visualização é mostrada na Figura 20.

Figura 20 – Visualização gráfica da função de base radial dada pela Equação (28)

(a) Visualização em três dimensões
(b) Curvas de contorno

Fonte: Autor

2.3.2.3 Redes Neurais Artificiais

Inspiradas pela capacidade de processamento paralelo e aprendizado do cérebro hu-
mano, as redes neurais artificiais têm a capacidade de modelar espaços de busca extremamente
complexos, não lineares e com descontinuidades por modelos de neurônios artificiais, denomi-
nados pioneiramente de perceptrons (MCCULLOCH; PITTS, 1943).
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O modelo clássico para um único perceptron, ilustrado pela Figura 21, supõe que a saída
s é uma função degrau da soma de n entradas xmultiplicadas por n pesosw mais um coeficiente
linear w0, conforme mostra a Equação (29).

Figura 21 – Modelo clássico de um perceptron
para n entradas
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Fonte: Autor "adaptado de" McCulloch; Pitts, 1943, p. 18

s =


+1 se

n∑
i=1

wixi + w0 > 0

−1 c.c
. (29)

Para visualizar o espaço das variáveis de decisão de um perceptron, assume-se n = 2,
ou seja, duas variáveis de entrada. A saída s será +1 se w1x1 + w2x2 + w0 > 0 e −1 caso
contrário. O espaço de decisão resultante é ilustrado pela Figura 22.

Figura 22 – Perceptron de duas entradas e seu respectivo espaço de decisão

(a) Perceptron
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(b) Espaço de decisão
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Fonte: Autor

Pela Figura 22, é possível observar que um único perceptron não tem a capacidade
de representar superfícies discriminantes que não sejam lineares. No entanto, a combinação
de perceptrons em camadas, que formam as redes neurais artificiais, soluciona esta limitação
(RUMELHART; HINTON; WILLIAMS, 1986).

Adotando a rede neural artificial da Figura 23 com as saídas s1 e s2 dadas por
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s1 =

+1 se w11x1 + w12x2 > w10

−1 c.c
e (30)

s2 =

+1 se w21x1 + w22s1 + w23x2 > w20

−1 c.c
, (31)

onde w10 e w20 são os coeficientes lineares de cada perceptron, o espaço de decisão resultante
ganha uma complexidade de representação maior adicionando apenas um perceptron.

Figura 23 – Rede neural artificial com dois neurônios e duas entradas e seu respectivo espaço
de decisão

(a) Rede neural artificial
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Fonte: Autor

Além da função degrau, as redes neurais artificiais podem utilizar outras funções de
transformação na saída, o que transforma este método em um possível modelo de regressão. O
emprego de múltiplas camadas de perceptrons, junto com a escolha de diferentes funções de
transformação na saída de cada perceptron, permite às redes neurais artificiais modelarem es-
paços com as mais diversas características contínuas como: lineares, quadráticas, exponenciais,
logarítmicas, radiais, etc.

Alterando a função da saída s2 do exemplo anterior para s2 = w21x1 + w22s1 + w23x2

(função de saída linear), por exemplo, é possível montar uma função com descontinuidades, o
que não seria possível pelos métodos anteriores, conforme a Figura 24.

A liberdade para escolher a quantidade de neurônios, camadas e funções de saída, dá a
este modelo a flexibilidade necessária para modelagem de espaços extremamente complexos,
inclusive para tratar restrições no problema, ou até mesmo se tornarem aproximadores univer-
sais (CYBENKO, 1989).

A desvantagem das redes neurais artificiais é que, após o ajuste dos pesos w, não existe
um modelo analítico que explique a função de cada neurônio na saída final, dificultando ajustes
manuais do modelo e o entendimento de seus componentes para reaproveitamento em outros
modelos.
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Figura 24 – Rede neural artificial com dois neurônios, duas entradas e função de ativação linear
na saída e seu respectivo espaço de decisão para uma certa configuração de pesos

(a) Rede neural artificial
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Fonte: Autor

Apesar de a literatura recomendar seu uso apenas para problemas de alta dimensio-
nalidade, a aplicação computacional deste modelo é bastante acessível, uma vez que existem
implementações das redes neurais artificias em diversas linguagens de programação.

2.3.2.4 Kriging

Tradicionalmente uma técnica estatística de modelagem de dados geológicos, kriging

também mostrou ser aplicável em modelagem de dados de origem computacional com erros
determinísticos.

A resposta y do modelo kriging é uma combinação de modelos polinomiais f(x) (res-
ponsável pela aproximação global do espaço de busca) acrescentada por um processo gaussiano
Z(x) (responsável por perturbações locais para interpolação das amostras), ou seja,

y =
k∑

j=1
βjfj(x) + Z(x). (32)

Assume-se Z(x) um processo gaussiano com média µ igual a zero e covariância

Cov
[
Z(x(i)),Z(x(j))

]
= σ2R(x(i),x(j)), (33)

onde σ2 é a variância e R(x(i),x(j)) a função de correlação entre duas amostras x(i) e x(j)

do conjunto de dados amostrados ns. A função de correlação R(x(i),x(j)) fica a critério do
projetista. Sacks et al. (1989) mostra algumas opções para esta função, mas frequentemente é
dada por

R(x(i),x(j)) = exp

(
ns∑

k=1
θk

∣∣∣x(j)
k − x

(i)
k

∣∣∣2) , (34)



55

onde x(i)
k e x(j)

k são a k-ésima componente de x(i) e x(j) e θk um parâmetro de correlação que
deve ser otimizado pela estimação da máxima verossimilhança, ou seja,

maximize −ns

2 · ln(σ̂2)− 1
2 ·

ns∑
k=1

θk

∣∣∣x(j)
k − x

(i)
k

∣∣∣2
sujeito a: θk > 0,

(35)

onde σ̂2 é a variância estimada do modelo global de y dada por

σ̂2 = (y− 1µ̂)TR(x(i),x(j))−1(y− 1µ̂)
ns

, (36)

onde y é o vetor de tamanho ns com a saída de cada amostra, 1 um vetor de dimensões ns × 1
e µ̂ a estimação da média do modelo global dada por

µ̂ = 1TR(x(i),x(j))−1y
1TR(x(i),x(j))−11

. (37)

Finalmente, a saída estimada ŷ do processo gaussiano pode ser calculada por

ŷ = µ̂+ rTR(x(i),x(j))−1(y− 1µ̂), (38)

onde r é o vetor de correlação de tamanho ns entre um ponto desconhecido e as ns amostras
{x(1),x(2), . . . ,x(ns)}, dado por

r =
[
R(x,x(1)),R(x,x(2)), . . . ,R(x,x(ns))

]
. (39)

2.3.3 Atualização do Metamodelo

Além da escolha do metamodelo mais apropriado, o sucesso de um processo de otimi-
zação assistido por metamodelos também depende da escolha certa para amostrar e atualizar
o modelo. Enquanto que a amostragem busca os pontos mais promissores para encontrar o
mínimo, a atualização é necessária para diminuir o erro entre o modelo e a função verdadeira,
uma vez que o metamodelo é uma aproximação e seus mínimos podem não corresponder aos
mínimos da função verdadeira, e vice-versa.

O ponto mais promissor do modelo a ser amostrado deve ser calculado pela maximi-
zação de uma função utilidade U(x), que baseia-se em dois paradigmas para atualização do
metamodelo: explotação3 e exploração.

2.3.3.1 Explotação

Considerando um metamodelo globalmente preciso, ou seja, de erro nulo ou desprezí-
vel, encontrar o mínimo global da função verdadeira equivale a encontrar o mínimo global do

3Tradução da palavra inglesa exploit: tirar proveito.
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metamodelo. Neste caso, a etapa de atualização deve amostrar sucessivamente os pontos que
minimizam o metamodelo até convergir.

Na prática, é inviável construir um metamodelo globalmente preciso, pois seria necessá-
rio um número muito alto de amostras, principalmente em problemas de alta dimensionalidade.

Em problemas reais, em que o erro entre o metamodelo e a função verdadeira existe, a
atualização por explotação do modelo busca amostrar o mínimo do metamodelo e atualizá-lo
naquele ponto. Repetindo este processo, o algoritmo terá aproximado localmente a região que
contém o mínimo e convergirá, conforme ilustrado na Figura 25.

Figura 25 – Estratégia de atualização do metamodelo pelo paradigma de explotação. No
gráfico de f(x), a curva contínua é a função verdadeira, a curva tracejada é a
função aproximadora e a área sombreada é a incerteza desta aproximação. Já U(x)
representa a função utilidade e a próxima amostra xi+1 será aquela que maximiza
U(x)

(a) Modelo inicial

f

U
x

x

xi+1

(b) Primeira atualização

f

U
x

x

xi+1

(c) Segunda atualização

f

U
x

x

xi+1

(d) Terceira atualização

f

U
x

x

xi+1

Fonte: Autor

O problema em sempre atualizar o modelo no ponto de mínimo é que o processo de
otimização fica susceptível a convergir para um mínimo local, pois o mínimo global do modelo
pode ser, na verdade, apenas um mínimo local da função verdadeira.

Isto traz a necessidade de também amostrar o espaço de busca nas regiões de maior
incerteza (ou erro). Em outras palavras, explorar o modelo.
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2.3.3.2 Exploração

A exploração do modelo é um paradigma que surge quando a informação sobre o es-
paço de busca é incompleta. Este paradigma também pode ser encontrado, por exemplo, em
algoritmos evolutivos através do operador de mutação.

Na etapa de construção do modelo, é avaliada também a incerteza em diferentes regiões
do espaço de busca. Esta incerteza aumenta conforme distancia-se dos pontos amostrados.
Portanto, a exploração do modelo busca atualizá-lo no ponto de maior incerteza. Repetindo
este processo, o algoritmo terá aproximado globalmente o espaço de busca, porém não terá
encontrado o mínimo, conforme ilustrado na Figura 26.

Figura 26 – Estratégia de atualização do metamodelo pelo paradigma de exploração
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Fonte: Autor

Como a atualização do metamodelo ocorre através da consulta da função verdadeira,
que muitas vezes é custosa, o algoritmo ideal é aquele que encontra o mínimo global com um
menor número de consultas da função verdadeira. Enquanto que um processo de otimização que
apenas explota o modelo está sujeito a convergir a um mínimo local, um processo de otimização
que apenas explora o metamodelo nunca irá convergir.

Evidentemente que o algoritmo mais indicado é aquele com equilíbrio entre explotação
e exploração. Este equilíbrio é calculado por critérios de utilidade do ponto a ser amostrado,
como: limite de confiança, probabilidade de melhora e melhora esperada.
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Visto que a utilização destes paradigmas propõe que a confiança sobre o modelo au-
menta conforme ganha-se conhecimento sobre ele através da amostragem (evidências) do es-
paço de busca, tem-se uma forma implícita do teorema de Bayes. A literatura muitas vezes
denomina os processos de otimização que usam o equilíbrio entre explotação e exploração de
otimização bayesiana, e é um tópico que ganhou mais atenção com a popularização de técni-
cas de inteligência artificial custosas, como o Deep Learning (SHAHRIARI et al., 2016). No
entanto, muitos autores não fazem a distinção entre a otimização assistida por metamodelos e
otimização bayesiana, e consideram apenas uma das várias formas de modelagem por kriging.

2.4 CONSIDERAÇÕES FINAIS E TAXONOMIA DE OTIMIZAÇÃO ADOTADA

Dentro do contexto de otimização apresentado neste capítulo, a seguinte taxonomia pode
ser construída:

a) Otimização Local
– Convexo

i. Programação Linear

ii. Programação Quadrática
– Não Convexo

i. Programação Não Linear
A. Ordem Zero

B. Primeira Ordem

C. Segunda Ordem
b) Otimização Global

– Heurísticas
– Meta-heurísticas

i. Única Solução

ii. População
c) Otimização Assistida por Metamodelos

– Erro Aleatório
i. Amostragem por Fatoração

ii. Modelagem por Regressão
– Erro Determinístico

i. Amostragem por Preenchimento

ii. Modelagem por Interpolação

Como este trabalho envolve o uso de metamodelos para encontrar os parâmetros óti-
mos do modelo de transformação, que é um processo computacional de erro determinístico, a
metodologia que será adotada se encontra em (c) Otimização Assistida por Metamodelos–Erro
Determinístico.
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3 NORMALIZAÇÃO ESPACIAL DE IMAGENS

Segundo Sotiras, Davatzikos e Paragios (2013), a normalização espacial de imagens
envolve três etapas principais: (i) modelo de transformação, (ii) função objetivo e (iii) algoritmo
de otimização. A etapa (iii) já foi discutida no capítulo anterior, cobrindo as várias abordagens
para otimização de um problema. Este capítulo faz a fundamentação teórica necessária para
desenvolver as etapas (i) e (ii), que são o modelo de transformação e a função objetivo. A seção
3.1 faz uma introdução sobre os conceitos e aplicações para normalização espacial de imagens.
A seção 3.2 apresenta os tipos de modelos de transformação de imagens. A seção 3.3 define as
várias opções de funções-objetivo, que são métricas que determinam a similaridade entre duas
imagens. Finalmente, a seção 3.4 apresenta a taxonomia descrita neste capítulo.

3.1 INTRODUÇÃO

Normalização espacial de imagens, ou registro de imagens, é o campo da visão computa-
cional responsável por alinhar um conjunto de imagens para o mesmo sistema de coordenadas.
Este alinhamento se faz necessário nos casos em que as imagens capturadas são oriundas de
múltiplos tipos de sensores, posições, momentos e tamanhos (BROWN, 1992).

Entre as principais situações do mundo real em que as imagens capturadas estão sujeitas
a apresentar estes tipos de problemas estão: o processamento de imagens aéreas ou de satélites
(ZITOVÁ; FLUSSER, 2003), e o processamento de imagens médicas (MAINTZ; VIERGE-
VER, 1998).

Quando se trata da análise estatística de imagens, assim como na normalização de dados,
a normalização espacial de imagens também é necessária para reduzir variações na imagem que
são irrelevantes e, portanto, contaminam o conjunto de dados para futuras análises de reconhe-
cimento de padrões e aprendizado de máquina (SONKA; HLAVAC; BOYLE, 2014).

Em termos matemáticos, o registro de imagens ocorre por meio de um operador de
transformação T aplicado a um sistema de coordenadas u. Geralmente, para o problema de
registro de imagens, o sistema de coordenadas u é um sistema de coordenadas cartesianas e é
representado por u = [i,j,1]T para imagens planas (duas dimensões) compostas por pixels, ou
u = [i,j,k]T para imagens volumétricas (três dimensões) compostas por voxels.

3.2 MODELOS DE TRANSFORMAÇÃO

De acordo com Maintz e Viergever (1998), o operador de transformação T é definido
global quando a transformação aplicada é a mesma para todos os elementos da imagem, e local
quando cada subconjunto de elementos da imagem passa por uma transformação própria.

Geometricamente, a transformação global mantém certas propriedades da imagem que
a transformação local não seria capaz de manter, como as distâncias, os ângulos, as linhas
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paralelas ou, no mínimo, as linhas retas. Manter estas propriedades geométricas traz uma des-
vantagem da transformação global em relação à local, uma vez que as características locais da
imagem, que são irrelevantes para uma análise estatística, serão mantidas. Estatisticamente,
como consequência, manter as características irrelevantes dos dados pode resultar na extração
de variâncias e complexidades da imagem que são indesejáveis para uma futura aplicação de
reconhecimento de padrões.

3.2.1 Modelos de Transformação Global

Existem quatro transformações principais globais para registro de imagens, são elas:
euclidiana, similaridade, afim e perspectiva (PRINCE, 2012). Cada uma destas transformações
possui um limite de liberdade permitida para alterar a geometria da imagem que será transfor-
mada. Esta limitação, por sua vez, garante que certas propriedades geométrica sejam mantidas.

Em modelos globais, o novo sistema de coordenadas da imagem transformada (móvel)
u′ é calculado pela multiplicação da transformação T pelo sistema de coordenadas da imagem
de referência (atlas) u, ou seja

u′ = T · u. (40)

Como exemplo, a imagem de um objeto de geometria quadrada será utilizada para fa-
cilitar a visualização do efeito de cada modelo de transformação de duas dimensões. Adicio-
nalmente, esta imagem será particionada em uma grade de subconjuntos de elementos menores
por meio de uma malha de pontos de controle, onde cada nó corresponde a um ponto de con-
trole φ (RUECKERT, 2001). Tanto a imagem original como a imagem particionada podem ser
visualizadas pela Figura 27.

Figura 27 – Exemplo de imagem plana

(a) Imagem original (b) Imagem original com grade de subconjuntos

Fonte: Autor "adaptado de" Rueckert, 2001, p. 283

Apesar dos modelos de transformação global não necessitarem explicitamente do par-
ticionamento da imagem por uma malha de pontos de controle, introduzir este conceito nos
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exemplos a seguir facilitará a descrição do funcionamento dos modelos de transformação local,
bem como mostrar a relação entre os dois tipos de operadores.

3.2.1.1 Euclidiana

A transformação euclidiana é composta pelos operadores de translação horizontal tx,
translação vertical ty e o ângulo de rotação θ. A matriz correspondente para transformação
euclidiana é

T =


cos(θ) sen(θ) tx

−sen(θ) cos(θ) ty

0 0 1

 . (41)

Esta transformação não preserva a orientação da imagem, mas mantém as distâncias
entre os pontos de controle, como pode ser observado pela Figura 28.

Figura 28 – Imagem original após transformação euclidiana

Fonte: Autor "adaptado de" Rueckert, 2001, p. 283

3.2.1.2 Similaridade

Acrescentar a variável escala λ à transformação euclidiana resulta na transformação de
similaridade, que além da rotação e translação, permite a transformação do tamanho da imagem.
Esta transformação possui quatro parâmetros (λ, θ, tx e ty) na forma

T =


λ · cos(θ) λ · sen(θ) tx

−λ · sen(θ) λ · cos(θ) ty

0 0 1

 . (42)

A transformação de similaridade deixa de preservar as distâncias entre os pontos de
controle, mas ainda mantém os ângulos da imagem, como mostra a Figura 29.
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Figura 29 – Imagem original após transformação de similaridade

Fonte: Autor "adaptado de" Rueckert, 2001, p. 283

3.2.1.3 Afim

A transformação afim pode ser considerada o caso geral para a transformação de si-
milaridade. Esta transformação adota quatro elementos da matriz (a11, a12, a21 e a22) como
arbitrários, além dos dois parâmetros de translação tx e ty, totalizando seis parâmetros pos-
síveis. A transformação afim permite a alteração da proporção da imagem e deformações de
cisalhamento, e sua matriz é dada por

T =


a11 a12 tx

a21 a22 ty

0 0 1

 . (43)

Esta transformação não mantém os ângulos da imagem, mas preserva o paralelismo
entre as retas formadas pela malha de pontos de controle, conforme mostrado pela Figura 30.

Figura 30 – Imagem original após transformação afim

Fonte: Autor "adaptado de" Rueckert, 2001, p. 283
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3.2.1.4 Perspectiva

Quando os nove parâmetros de matriz T são arbitrários, a transformação resultante é
chamada de transformação de perspectiva. A única propriedade geométrica mantida são as
linhas retas formadas pela malha de pontos de controle. A matriz correspondente para transfor-
mação de perspectiva é

T =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 . (44)

A imagem resultante após a transformação de perspectiva pode ser visualizada pela
Figura 31.

Figura 31 – Imagem original após transformação de perspectiva

Fonte: Autor "adaptado de" Rueckert, 2001, p. 283

3.2.2 Modelos de Transformação Local

Os modelos de transformação local possibilitam um maior grau de flexibilidade para
deformação não rígida de imagens, uma vez que cada subconjunto de elementos passa por uma
transformação própria. Consequentemente, ao contrário dos modelos de transformação global,
não existe uma matriz T que defina uma operação de transformação local.

Com a ausência da matriz de transformação T, a transformação da imagem agora é dada
por um algoritmo que irá deformar cada subconjunto de elementos, definido por uma malha
de pontos de controle Φ, de forma independente. A imagem resultante após a deformação
independente de cada subconjunto pode ser visualizada na Figura 32.

No entanto, para garantir esta flexibilidade, é inevitável que a complexidade do modelo
de transformação seja maior. Por exemplo, a transformação global com maior flexibilidade de
deformação é a perspectiva, que, para imagens planas, possui nove parâmetros. Por outro lado,
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Figura 32 – Imagem original após transformação não rígida

Fonte: Autor "adaptado de" Rueckert, 2001, p. 283

a deformação da mesma imagem utilizando modelos de transformação local pode chegar na
ordem de milhões de parâmetros (SOTIRAS; DAVATZIKOS; PARAGIOS, 2013).

Segundo Holden (2008), os algoritmos que definem os modelos de transformação local
podem ser baseados em modelos físicos, como modelos dos corpos elásticos e modelos de di-
nâmica dos fluidos, ou em modelos de interpolação, como funções de base radial, Thin-plate

splines e B-splines. Este último popularizado pelo algoritmo Free Form Deformation (RUEC-
KERT et al., 1999).

Adicionalmente, Sotiras, Davatzikos e Paragios (2013) estendem a taxonomia de Holden
(2008) e apresentam os modelos baseados em conhecimento, que utilizam técnicas estatísticas
para estimar a melhor deformação para a malha de controle. Estes modelos ficaram conhecidos
por meio do trabalho de Cootes et al. (1995), que apresentou os Active Shape Models, um dos
principais modelos de transformação baseados em conhecimento.

3.3 MÉTRICAS DE SIMILARIDADE

A seção anterior descreveu os principais modelos de transformação e os diversos parâ-
metros e algoritmos possíveis de cada um. Apenas aplicar os modelos de transformação em
uma imagem não pode ser considerada uma tarefa de registro de imagens, pois os parâmetros
ótimos da transformação que alinham as duas imagens ainda não são conhecidos.

Surge, então, a necessidade de executar uma tarefa de otimização que encontre os parâ-
metros ótimos que maximizam (ou minimizam) uma função objetivo, que deve ser uma métrica
de similaridade que quantifica o alinhamento da imagem móvel com a imagem de referência.

Existem diversos métodos para definir uma função objetivo capaz de quantificar a si-
milaridade entre duas imagens (MAINTZ; VIERGEVER, 1998). Para este trabalho, os méto-
dos abordados são os métodos baseados nos elementos da imagem e os métodos baseados nos
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pontos fiduciais da imagem. Portanto, nas seções a seguir serão apresentados exemplos das
principais métricas referentes a cada um destes dois métodos.

3.3.1 Métodos Baseados nos Elementos da Imagem

As métricas de similaridade pertencentes aos métodos baseados nos elementos da ima-
gem utilizam a informação intrínseca à imagem por meio de seus pixels (para imagens planas)
ou voxels (para imagens volumétrica). Esta informação muitas vezes é a própria intensidade de
cinza do elemento, ou seja, um valor de 0 (preto) a 255 (branco).

3.3.1.1 Minimização do Erro Quadrático Médio

A minimização do erro quadrático médio é uma métrica de similaridade que calcula
diretamente a diferença de intensidade entre os N elementos da imagem móvel IMOV e os N
elementos da imagem de referência IREF , ou seja, esta métrica assume que as duas imagens
tenham a mesma quantidade de pixels ou voxels. O erro quadrático médio e pode ser calculado
por

1
N

N∑
i=1

(
IMOVi

− IREFi

)2
. (45)

Considerando um exemplo de problema de registro de imagens que utiliza o modelo
de translação para alinhamento de uma imagem 2D e a minimização do erro quadrático médio
como métrica de similaridade entre duas imagens, as variáveis de decisão são a translação na
horizontal tx e a translação na vertical ty. O respectivo espaço de busca para este problema é
mostrado pela Figura 33.

Figura 33 – Visualização gráfica do espaço de busca do erro quadrático médio e. As
translações ótimas t∗x e t∗y ocorrem nos pontos −10 e −15, respectivamente

(a) Visualização em três dimensões
(b) Curvas de contorno

Fonte: Autor
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3.3.1.2 Maximização da Correlação

A correlação é uma medida estatística que quantifica a dependência entre dois sinais
distintos. Como uma imagem é um sinal composto pelas intensidades de cinza de seus N ele-
mentos, é possível medir a similaridade entre a imagem móvel IMOV e a imagem de referência
IREF por meio da correlação entre as duas.

Esta métrica também pertence aos métodos estatísticos de registro de imagens, pois
leva em consideração a intensidade média da imagem móvel (IMOV ) e a intensidade média da
imagem de referência (IREF ).

Existem diversas formas de correlação, mas a correlação de Pearson é a medida mais
conhecida para quantificar a dependência entre dois sinais (JOHNSON; WICHERN, 2014), e
pode ser calculada por

N∑
i=1

(
IMOVi

− IMOV

)(
IREFi

− IREF

)
√√√√ N∑

i=1

(
IMOVi

− IMOV

)2 N∑
i=1

(
IREFi

− IREF

)2
. (46)

Considerando o mesmo exemplo da Figura 33, mas agora utilizando a maximização
da correlação como métrica de similaridade entre duas imagens, o espaço de busca pode ser
visualizado pela Figura 34.

Figura 34 – Visualização gráfica do espaço de busca da correlação. As translações ótimas t∗x e
t∗y ocorrem nos pontos −10 e −15, respectivamente

(a) Visualização em três dimensões
(b) Curvas de contorno

Fonte: Autor

A maximização da correlação pode também ser utilizada para registro de imagens pela
correspondência de modelos, que compara os elementos da imagem móvel com os elementos
da imagem de referência com o objetivo de encontrar em qual região da imagem as duas com-
partilham as mesmas características, ou seja, são mais similares (LEWIS, 1995). Neste caso,
adota-se a correlação cruzada, que é uma outra forma de mensurar a correlação entre dois sinais
(MAINTZ; VIERGEVER, 1998).
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Matematicamente, a correlação cruzada pode ser vista como a convolução entre dois
sinais. No entanto, na correlação cruzada, utiliza-se o conjugado de um dos sinais, enquanto
que na convolução não. Esta pequena distinção entre as duas técnicas faz com que ambas sejam
idênticas caso os sinais sejam simétricos, pois o conjugado de um sinal simétrico resulta nele
mesmo (GONZALEZ; WOODS, 2006; OPPENHEIM; SCHAFER, 2009).

Diferentemente da correlação de Pearson, que resulta em um coeficiente, o resultado
da correlação cruzada é um sinal que indica a correspondência entre dois sinais em função
do deslocamento, ou seja, a translação ótima que a imagem móvel deve ter para corresponder
o máximo possível com a imagem de referência deve ser aquela que maximiza a correlação
cruzada.

Para sinais discretos 2D (imagens planas) de dimensões M × N , a correlação cruzada
C para cada deslocamento tx e ty pode ser calculada por1

M−1∑
m

N−1∑
n

IMOV (m,n) · IREF (m− tx,n− ty). (47)

Da Equação (47), pode-se observar que o operador de correlação cruzada utiliza o pró-
prio modelo de translação. Isto significa que as translações ótimas t∗x e t∗y são encontradas
diretamente pelo resultado máximo da correlação cruzada entre as duas imagens, dispensando
o uso de algoritmos de otimização para encontrar as translações ótimas.

3.3.1.3 Maximização da Informação Mútua

A maximização da informação mútua é uma abordagem probabilística para registro de
imagens que analisa e compara a informação contida em cada imagem por meio da entropia2

marginal e entropia conjunta de Shannon (SHANNON, 2001).
Teoricamente, a entropia marginal H de uma distribuição X de n variáveis é calculada

a partir da somatória do produto entre as probabilidades p(xi) da função densidade P (X) e o
logaritmo de suas inversas p(xi)−1, ou seja,

H(X) =
n∑

i=1
p(xi) log p(xi)−1. (48)

Quando se trata da entropia marginal de uma imagem, cada variável xi da distribuição é
definida pelo valor da intensidade de seus elementos, que totalizam 256 variáveis para imagens
em escala de cinza. Isto significa que o termo p(xi) da Equação (48) é igual à quantidade de
ocorrências de elementos de valor xi dividida pela quantidade total de elementos da imagem.

Alternativamente, a distribuição das 256 intensidades dos elementos de uma imagem
pode ser descrita por um histograma. A partir deste histograma, pode ser calculada a proba-
bilidade de cada intensidade, e em seguida, a entropia H(X) da imagem. Um exemplo de
histograma de uma imagem qualquer pode ser visualizado pela Figura 35.

1<https://www.mathworks.com/help/signal/ref/xcorr2.html>.
2Em teoria da informação, a entropia pode ser entendida como uma medida de incerteza.

https://www.mathworks.com/help/signal/ref/xcorr2.html
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Figura 35 – Histograma de uma imagem em escala de cinza

Fonte: Autor

Adotar separadamente a diferença de entropia marginal entre duas distribuições, mesmo
que espacialmente divergentes, pode resultar em níveis de incertezas idênticas. Logo, a entropia
marginal não é adequada para quantificar a similaridade entre duas imagens.

No entanto, é possível calcular a entropia conjunta entre duas ou mais distribuições para
medir a incerteza associada entre elas. A entropia conjunta é calculada da mesma forma que a
entropia marginal, porém utilizando a probabilidade conjunta entre as distribuições para cada
variável. Considerando duas distribuições X de n variáveis e Y de m variáveis, o cálculo da
entropia conjunta é dado por

H(X,Y ) =
m∑

j=1

n∑
i=1

p(xi,yj) log p(xi,yj)−1. (49)

Na Equação (49), o termo p(xi,yi) pode ser calculado de forma similar ao termo p(xi)
da Equação (48), ou seja, pela quantidade de ocorrências da combinação de elementos (xi,yi)
dividida pela quantidade total de combinações de elementos da imagem.

Um outro método para calcular a entropia conjunta pode ser feito pelo histograma entre
as duas distribuições. Neste caso, o histograma deve ser relativo à distribuição conjunta de X e
Y , e portanto é representado por três dimensões para mostrar a quantidade de ocorrências para
cada combinação de elementos (xi,yi). Um exemplo de histograma conjunto entre duas imagens
desalinhadas, mas que possuem o mesmo valor de entropia marginal, ou seja, individualmente
possuem o mesmo histograma, pode ser visualizado pela Figura 36.

A Figura 36 mostra que, apesar de os histogramas das distribuições X e Y serem idênti-
cos (mesma entropia marginal), as intensidades dos elementos das duas imagens possivelmente
estão desalinhadas, pois o valor da entropia conjunta é elevado em relação às entropias margi-
nais. Em outras palavras, o alinhamento ótimo entre as imagens existirá quando a entropia con-
junta é mínima, ou seja, H(X,Y ) = H(X) = H(Y ). Assim, o máximo desalinhamento entre
as imagens existirá quando a entropia conjunta for máxima, ou seja,H(X,Y ) = H(X)+H(Y ).
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Figura 36 – Histograma conjunto entre duas distribuições X e Y para diferentes combinações
de intensidades de elementos. Os valores das entropias são: H(X) = 3,90,
H(Y ) = 3,90 e H(X,Y ) = 6,91

Fonte: Autor

Na maior parte dos casos, no entanto, a condição de mínima entropia conjunta não
pode ser satisfeita, a menos que as duas imagens sejam idênticas. Da mesma forma que é
praticamente impossível satisfazer a condição de máxima entropia conjunta, pois, em alguma
região da imagem, mesmo que por acaso, as duas imagens compartilham a mesma informação.

Esta informação compartilhada é chamada de informação mútua I(X,Y ) e pode ser
calculada em função das entropias marginais e conjuntas por (COVER; THOMAS, 2012)

I(X,Y ) = H(X) +H(Y )−H(X,Y )

=
m∑

j=1

n∑
i=1

p(xi,yj) log p(xi,yj)
p(xi)p(yj)

.
(50)

Como a informação mútua representa explicitamente a quantidade de informação com-
partilhada entre duas imagens, a maximização desta medida para registro de imagens é mais
conveniente do que a minimização da entropia conjunta (MAES et al., 1997; VIOLA; WELLS
III, 1997).

Adicionalmente, a entropia conjunta pode ser expressa em função da informação mú-
tua e das entropias condicionais H(X|Y ) e H(Y |X), que correspondem à incerteza de uma
distribuição dada que a outra é conhecida, como

H(X,Y ) = H(X|Y ) +H(Y |X) + I(X,Y ). (51)

Pela Equação (51) pode-se concluir que a informação mútua será máxima quando as
entropias condicionais forem nulas. Isto pode ser visualizado pelo histograma conjunto de duas
imagens alinhadas e idênticas, conforme Figura 37.
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Figura 37 – Histograma conjunto entre duas distribuições idênticas. A existência da diagonal
no histograma indica que todos os elementos de X correspondem com todos os
elementos de Y , resultando em entropias condicionais nulas, bem como máxima
informação mútua. Em outras paravras H(X|Y ) = H(Y |X) = 0 e
H(X) = H(Y ) = H(X,Y ) = I(X,Y )

Fonte: Autor

Finalmente, o espaço de busca do problema de otimização das translações entre duas
imagens desalinhadas utilizando a maximização da informação mútua como métrica de simila-
ridade pode ser visualizado pela Figura 38.

Figura 38 – Visualização gráfica do espaço de busca da informação mútua. As translações
ótimas t∗x e t∗y ocorrem nos pontos −10 e −15, respectivamente

(a) Visualização em três dimensões
(b) Curvas de contorno

Fonte: Autor

3.3.2 Métodos Baseados nos Pontos Fiduciais da Imagem

Uma outra estratégia para quantificar a similaridade entre duas imagens é por meio dos
métodos baseados nos pontos fiduciais da imagem, que são marcadores de referência que indi-
cam os pontos de maior interesse de uma imagem. A principal diferença é que estes métodos
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não dependem diretamente da intensidade dos pixels ou voxels da imagem para calcular a se-
melhança. No entanto, as informações dos elementos são necessárias para encontrar os pontos
fiduciais da imagem, portanto, indiretamente, esta informação é utilizada por estes métodos.

Ao contrário dos métodos da subseção anterior, que dependem de milhares de variáveis3,
medir a similaridade por meio dos pontos fiduciais reduz o número de variáveis para manter
apenas aquelas que são relevantes. Por conta disso, a qualidade do alinhamento entre duas
imagens por meio dos pontos fiduciais acaba muitas vezes sendo superior, especialmente em
imagens de face, onde o alinhamento não necessariamente deve ser feito pela intensidade do
elemento (textura), e sim, pela disposição entre eles (estrutura) (ZHU; RAMANAN, 2012).

Para uma imagem plana, a correspondência entre os n pontos fiduciais da imagem mó-
vel, descritos pelas coordenadas cartesianas (xMOVi

,yMOVi
), e os n pontos fiduciais da imagem

de referência (xREFi
,yREFi

) é calculada pela soma da distância entre eles. A transformação
ótima é aquela que minimiza esta soma, ou seja, a diferença mínima entre os pontos fiduciais
da imagem.

A distância mais conhecida é a distância euclidiana e a soma das distâncias euclidianas
entre os pontos fiduciais das imagens pode ser expressa por

n∑
i=1

√
(xMOVi

− xREFi
)2 + (yMOVi

− yREFi
)2. (52)

3.4 CONSIDERAÇÕES FINAIS E TAXONOMIA DE NORMALIZAÇÃO ESPACIAL DE
IMAGENS ADOTADA

Dentro do contexto de modelos de transformação de imagens apresentado neste capítulo,
a seguinte taxonomia pode ser construída:

a) Global
– Euclidiana
– Similaridade
– Afim
– Perspectiva

b) Local
– Modelos Físicos
– Modelos de Interpolação
– Modelos Baseados em Conhecimento

Como este trabalho envolve o uso de normalização não rígida, ou seja, modelos de
transformação local para deformar a imagem, a metodologia que será adotada para modelos de
transformação se encontra em (a) Local–Modelos de Interpolação.

Adicionalmente, dentro do contexto de métrica de similaridade, a seguinte taxonomia
pode ser construída:

3considerando que uma imagem é composta por M ×N elementos.
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a) Métodos Baseados nos Elementos da Imagem
– Minimização do Erro Quadrático Médio
– Maximização da Correlação
– Maximização da Informação Mútua

b) Métodos Baseados nos Pontos Fiduciais da Imagem
– Minimização da Distância Euclidiana

Como este trabalho propõe uma nova métrica de similaridade para avaliar o resultado
após a deformação, uma combinação entre os dois métodos será utilizada.
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4 NORMALIZAÇÃO ESPACIAL NÃO RÍGIDA DE IMAGENS ASSISTIDA POR ME-
TAMODELOS

Este capítulo detalha a metodologia proposta, bem como as bibliotecas utilizadas, para
normalização espacial não rígida de imagens assistida por metamodelos de acordo com a mesma
taxonomia apresentada nos capítulos 2 e 3. Segundo esta taxonomia, um problema de registro de
imagens é definido por três principais componentes: (i) modelo de transformação, (ii) função
objetivo e (iii) algoritmo de otimização. Portanto, este capítulo está dividido em três seções.
A seção 4.1 fundamenta o modelo de transformação escolhido para este trabalho, o Free-form

Deformation e sua implementação via software disponibilizada em código aberto publicamente.
A seção 4.2 desenvolve a função objetivo proposta para quantificar a qualidade da normalização
não rígida da imagem. Por último, a seção 4.3 descreve a implementação via software, também
em código aberto, do algoritmo de otimização assistida por metamodelos. O repositório com
a implementação do framework proposto, que também disponibiliza um tutorial e exemplo de
como utilizá-lo, pode ser encontrado em <https://github.com/ddfabbro/SANRR>.

4.1 FREE-FORM DEFORMATION

Concebido sobre o modelo de interpolação baseado em B-Splines de multiníveis (LEE;
WOLBERG; SHIN, 1997), o Free-Form-Deformation (FFD) foi pioneiramente apresentado por
Rueckert et al. (1999) como um algoritmo de registro não rígido de imagens médicas.

A transformação T adotada pelo FFD é composta por um modelo de transformação
global Tglobal para eliminar os fatores de desalinhamento globais, como translação, rotação,
escala, etc, e um modelo de transformação local Tlocal, para alinhar as características locais da
imagem.

Rueckert et al. (1999) definem a transformação local Tlocal como uma deformação ba-
seada em B-splines sobre o domínio de imagens volumétricas descritas por Ω = {(x,y,z) | 0 ≤
x < X, 0 ≤ y < Y, 0 ≤ z < Z}. Considerando Φ a malha de nx × ny × nz pontos de controle,
onde cada nó desta malha é denominado por φ(x,y,z) com espaçamento uniforme δ entre eles,
o FFD pode ser definido matematicamente como um produto tensorial entre B-splines cúbicas,
ou seja,

Tlocal =
3∑

l=0

3∑
m=0

3∑
n=0

Bl(u)Bm(v)Bn(w)φ(x,y,z)i+l,j+m,k+n, (53)

onde i = bx/nxc−1, j = by/nyc−1, k = bz/nzc−1, u = x/nx−bx/nxc, v = y/ny−by/nyc,
w = z/nz − bz/nzc, sendo bxc a função piso, e B a função de base B-splines para o FFD,
definida por

https://github.com/ddfabbro/SANRR
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B0(x) = (1− x)3/6
B1(x) = (3x3 − 6x2 + 4)/6
B2(x) = (−3x3 + 3x2 + 3x+ 1)/6
B3(x) = x3/6.

(54)

Apesar de a Equação (53) descrever uma transformação local baseada em B-Splines para
imagens volumétricas, é possível simplificá-la para o problema de imagens planas (XAVIER et
al., 2015), que são os objetos de estudo deste trabalho, por

Tlocal =
3∑

l=0

3∑
m=0

Bl(u)Bm(v)φ(x,y)i+l,j+m. (55)

Os parâmetros responsáveis pelo resultado final da interpolação por B-splines, que con-
sequentemente influenciam o resultado da deformação, são as posições dos pontos de controle
da malha Φ, pois são eles que descrevem quais subconjuntos da imagem que devem ser de-
formados para minimizar, por meio de um algoritmo de otimização de 1a

¯ ordem (baseado em
gradiente), uma função objetivo C descrita por

C = −Csimilaridade + λCsuavidade, (56)

onde Csimilaridade é a informação mútua normalizada entre a imagem móvel IMOV e a imagem
de referência IREF , definida por

Csimilaridade(IMOV ,IREF ) = H(IMOV ) +H(IREF )
H(IMOV ,IREF ) , (57)

Csuavidade é o termo de penalização que regulariza a interpolação por B-splines para manter a
suavidade da transformação (WAHBA, 1990 apud RUECKERT et al., 1999), e λ é um fator de
ponderação que define o compromisso entre Csimilaridade e Csuavidade.

Rueckert et al. (1999) recomenda λ = 0,01, baseado em seus experimentos em imagens
de ressonância magnética de seios femininos. Porém, este é apenas um valor prático e outros
valores de λ podem ser investigados para outros tipos de imagem.

Adicionalmente, o espaçamento δ entre os pontos de controle é um parâmetro que não
faz parte do algoritmo de otimização do FFD e, portanto, deve ser especificado como um valor
constante antes de iniciar o registro da imagem (hiperparâmetro).

Além de garantir os graus de liberdade do FFD, δ também estabelece a quantidade de
pontos de controle, pois esta distância define a resolução da malha Φ. Como qualquer ponto
de controle que não esteja contido no domínio Ω da imagem é desconsiderado, o máximo valor
válido de δ são os próprios limites de Ω para que pelo menos um ponto de controle incida sobre
a imagem. Um valor baixo de espaçamento entre os pontos de controle resulta em uma malha
Φ densa, garantindo um maior grau de liberdade de deformação ao custo de complexidade
computacional. Por outro lado, um valor alto resulta em uma malha Φ menos densa e um
modelo FFD com menor grau de liberdade e menor custo computacional. O efeito da densidade
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da malha Φ pode ser visualizado na Figura 39, que mostra duas deformações por FFD para dois
valores distintos de espaçamento entre pontos de controle.

Figura 39 – Imagem original após transformação não rígida com duas densidades de Φ

(a) Transformação não rígida com δ alto (b) Transformação não rígida com δ baixo

Fonte: Autor "adaptado de" Rueckert, 2001, p. 283

No entanto, determinar o grau de liberdade do modelo FFD não é apenas uma questão de
complexidade computacional, uma vez que esta flexibilidade também influencia a intensidade
da deformação local na imagem, e, caso esta flexibilidade seja excessiva, pode descaracterizar a
imagem completamente. Isto significa que o parâmetro δ deve ser escolhido de forma a eliminar
as características locais irrelevantes da imagem, mas preservando suas características principais.

Este compromisso traz uma dificuldade para a determinação, descrita como empírica
por Rueckert et al. (1999), do melhor valor para o parâmetro δ que define a malha Φ ótima para
executar a deformação capaz de atingir um bom compromisso.

A incerteza causada pela determinação empírica do parâmetro δ, bem como a chance
de convergir a uma malha Φ sub ótima, pode ser reduzida ao adotar uma abordagem multinível
para a interpolação por B-splines, que é a estratégia adotada pelo FFD. De forma resumida,
a abordagem multinível inicia a malha Φ com um espaçamento δ alto (resolução baixa) para
deformar as características locais mais rudimentares e diminui δ sucessivamente para realizar
os ajustes mais finos (resolução alta).

Segundo Rueckert et al. (1999), dividir os valores de δ pela metade a cada nível de reso-
lução é uma estratégia plausível, uma vez que os pontos de controle φ coincidem nas divisões
sucessoras, simplificando o processo computacional. Porém, esta é uma estratégia generalizada
e não há nenhuma garantia de atender a premissa de eliminar as características locais irrelevan-
tes da imagem, mas preservando suas características principais.
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4.1.1 Implementação do Free-Form-Deformation

Neste trabalho, a implementação do FFD é feita pelo MIRTK (Medical Image Regis-

tration ToolKit1), uma biblioteca em código aberto disponibilizada publicamente pelo grupo
BioMedIA do Departamento de Computação do Imperial College London.

Apesar de não ser mencionado no algoritmo original do FFD, o MIRTK possibilita a
especificação dos pontos fiduciais da imagem para destacar os elementos mais importantes du-
rante a avaliação da função objetivo. Particularmente em normalização espacial de imagens,
os pontos fiduciais são uma informação extremamente relevante devido aos níveis de detalhes
inerentes à face humana.

Xavier et al. (2015) utilizaram o MIRTK para investigar os efeitos do FFD nas imagens
frontais de face da FEI Face Database2, uma base de imagens de 200×200 pixels das faces de
200 alunos, professores e funcionários da FEI. A proporção entre homens e mulheres é igual
(100 homens e 100 mulher), e para cada participante existem duas imagens frontais de face, uma
sorrindo e a outra não sorrindo, totalizando 400 imagens. Uma amostra da FEI Face Database

pode ser visualizada na Figura 40.

Figura 40 – Quinze amostras de imagens frontais de face da FEI
Face Database

Fonte: Autor

Adicionalmente, Xavier (2015) explorou a aplicação do FFD comparando duas quanti-
dades diferentes de pontos fiduciais (46 e 284), e constatou que a qualidade da normalização
não rígida foi superior para quantidades maiores de pontos.

No entanto, esta descoberta foi feita adotando os valores de δ sugeridos por Rueckert
et al. (1999). Por este motivo, suspeita-se que seja possível obter uma normalização não rígida
de boa qualidade sem a necessidade de aumentar a quantidade de pontos fiduciais, ou seja,
por meio de uma estratégia que auxilie na seleção dos valores de δ para encontrar a malha Φ
otimizada para cada resolução.

1<https://mirtk.github.io/>.
2<http://fei.edu.br/~cet/facedatabase.html>.

https://mirtk.github.io/
http://fei.edu.br/~cet/facedatabase.html
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Para detecção dos pontos fiduciais da face, este trabalho usou um algoritmo que faz a
marcação automática de 68 pontos (KAZEMI; SULLIVAN, 2014), implementado pela biblio-
teca de código aberto dlib3. A Figura 41 mostra a marcação dos 68 pontos das faces da Figura
40.

Figura 41 – Marcação dos 68 pontos fiduciais das quinze amostras
de imagens frontais de face da FEI Face Database

Fonte: Autor

Antes de inicializar o registro por FFD, é necessário especificar qual será a imagem
de referência para normalização. No caso da FEI Face Database, a imagem de referência,
visualizada pela Figura 42, é a média aritmética das intensidades de cinza dos elementos de
cada face do conjunto de dados.

Figura 42 – Imagem de referência: média das 400
imagens frontais de face da FEI Face
Database marcadas por 68 pontos fiduciais

Fonte: Autor

Uma forma de verificar se uma imagem de face está localmente alinhada é comparando-a
com os pontos fiduciais da imagem de referência. Caso as imagens apresentarem esta divergên-
cia, o registro não rígido pode ser uma etapa importante para eliminar fatores como posição e

3<http://dlib.net/>.

http://dlib.net/
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tamanho do rosto, ou, no caso de reconhecimento de faces, a expressão facial, que é irrelevante
para este tipo de tarefa.

Esta afirmativa é exemplificada na Figura 43, que compara os pontos fiduciais da ima-
gem de referência com as imagens da FEI Face Database.

Figura 43 – Comparação entre os pontos fiduciais da imagem de
referência e quinze amostras de imagens frontais de
face da FEI Face Database

Fonte: Autor

4.2 METODOLOGIA E FUNÇÃO OBJETIVO PROPOSTA PARA OTIMIZAÇÃO DE HI-
PERPARÂMETROS

Como o MIRTK é uma ferramenta de linha de comando, foi preciso incluir esta bi-
blioteca em um script4 na linguagem Python para colocá-lo dentro de uma metodologia de
otimização baseada na taxonomia já discutida. Este script possibilita que a tarefa de registro
de imagens seja executada múltiplas vezes sem a interferência de uma pessoa, permitindo a
aplicação de algoritmos de otimização sobre as entradas e saídas do MIRTK.

Quanto aos hiperparâmetros do FFD, ou seja, os parâmetros que precisam ser definidos
antes de iniciar a tarefa de normalização, este script permite otimizar os valores de espaça-
mento entre pontos de controle δ para cada resolução e o fator λ de ponderação que define o
compromisso entre Csimilaridade e Csuavidade.

Para atender a premissa de eliminar as características locais irrelevantes da imagem,
mas preservando suas características principais, a função objetivo proposta para normalização
espacial não rígida de imagens assistida por metamodelos é composta por dois objetivos: (i)
soma das distância euclidiana entre os pontos fiduciais e (ii) distâncias euclidianas entre as
componentes principais.

4<https://github.com/ddfabbro/SANRR/blob/master/sanrr/register.py>.

https://github.com/ddfabbro/SANRR/blob/master/sanrr/register.py
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As duas próximas seções descrevem cada objetivo tomando como exemplo o problema
de normalização das imagens mostradas na Figura 44.

Figura 44 – Exemplo de imagens de entrada para normalização espacial

(a) Imagem móvel (b) Imagem de referência

Fonte: Autor

4.2.1 Objetivo 1: soma das distâncias euclidianas entre os pontos fiduciais

O primeiro objetivo (J1) é eliminar as características locais irrelevantes da imagem.
Portanto, é avaliada a soma das distâncias euclidianas entre os pontos fiduciais da imagem
móvel e a imagem de referência, sendo que a soma mínima significa que todas as características
locais foram eliminadas, inclusive as relevantes, descaracterizando por completo a face.

Considerando como hiperparâmetros do FFD apenas o espaçamento entre pontos de
controle da primeira resolução, o gráfico para o objetivo 1, bem como a face resultante obtida
pela minimização deste objetivo, podem ser visualizados na Figura 45.

Figura 45 – Gráfico da soma das distâncias euclidianas entre os pontos fiduciais com δ na
primeira resolução como variável de decisão e a deformação ótima de acordo com
o objetivo 1. O espaçamento entre pontos de controle que minimiza esta função é
denotado por δ∗

(a) Espaço de busca para o objetivo 1 (δ∗ = 10) (b) Imagem móvel deformada ótima

Fonte: Autor
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4.2.2 Objetivo 2: distância euclidiana entre as componentes principais

O segundo objetivo (J2) é preservar as características principais da imagem. Para isso,
calcula-se a distância euclidiana entre as componentes principais da imagem móvel antes e
após a deformação. Quanto menor for esta distância, mais as componentes principais foram
preservadas.

Em linhas gerais, calcular as componentes principais de uma imagem significa transfor-
mar linearmente sua base original de n dimensões para uma nova base ortogonal, onde cada
eixo representa o sentido de maior variação dos dados (FUKUNAGA, 2013). Esta transfor-
mação permite, por exemplo, reduzir a excessiva dimensionalidade de imagens ao descartar os
eixos que não capturam uma variância significativa nos dados, e que muitas vezes são redun-
dantes.

Calcular as componentes principais de imagens de face foi uma técnica pioneiramente
proposta por Sirovich e Kirby (1987) como uma estratégia estatística para a representação de
faces em um espaço de baixa dimensionalidade e, posteriormente, como uma técnica de re-
conhecimento de faces por Turk e Pentland (1991). As componentes principais da face são
chamadas de autofaces (eigenfaces), pois as componentes principais nada mais são que os au-
tovetores da transformação.

Adicionalmente, o segundo objetivo permite escolher a variância cumulativa a ser con-
siderada. Quanto maior for a variância cumulativa desejada, maior será o número de compo-
nentes para representá-la. No caso extremo, se a variância cumulativa for de 100%, todas as
componentes serão aproveitadas e a dimensionalidade não será reduzida.

Supondo que as características principais devem acumular uma variância maior do que
75%, para a FEI Face Database, seriam necessárias 15 componentes principais (autofaces) para
representar aproximadamente esta variação. Estas componentes, que são as características que
o objetivo 2 busca preservar após a deformação, podem ser visualizadas pela Figura 46.

Figura 46 – Visualização das 15 autofaces que representam 76%
da variância dos dados

Fonte: Autor
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Aproveitando o mesmo exemplo para gerar a Figura 45, o gráfico para o objetivo 2,
bem como a face resultante obtida pela minimização deste objetivo, podem ser visualizados na
Figura 47.

Figura 47 – Gráfico da distância euclidiana entre as componentes principais com δ na primeira
resolução como variável de decisão e a deformação ótima de acordo com o
objetivo 2

(a) Espaço de busca para o objetivo 2 (δ∗ = 200) (b) Imagem móvel deformada ótima

Fonte: Autor

4.2.3 Regularização e composição dos objetivos

As Figura 45(b) e 47(b) indicam que a face normalizada ótima deve ser um meio termo
entre as duas, pois a primeira deformou a face a ponto de tornar o individuo irreconhecível e a
segunda não foi capaz de eliminar as características locais da imagem. Além disso, as Figuras
45(a) e 47(a) mostram que ambos os objetivos são conflitantes e devem ser combinados.

O problema é que a ordem de grandeza entre os dois objetivos é diferente e combiná-los
acabaria favorecendo o objetivo com a ordem de grandeza maior.

Este problema pode ser solucionado ao normalizar cada objetivo entre 0 (mínimo) e 1
(máximo). No entanto, a normalização requer que o mínimo e o máximo de cada objetivo sejam
conhecidos. Felizmente, sabe-se que a soma mínima das distâncias euclidianas entre os pontos
fiduciais acontece para o menor valor de δ e a soma máxima acontece para o maior valor de δ.
Similarmente, a distância euclidiana mínima entre as componentes principais da face acontece
para o maior valor de δ e a máxima acontece para o menor valor de δ.

Isto é razoável pois o espaçamento entre pontos de controle é a variável que determina
a flexibilidade de deformação do FFD, ou seja, quanto menor for δ, maior será a deformação e,
consequentemente, menor será a soma das distâncias euclidianas dos pontos fiduciais e maior
será a distância euclidiana das componentes principais, e vice-versa. A Figura 48 mostra os
gráficos dos dois objetivos não normalizados (a) e normalizados (b).
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Figura 48 – Comparação entre os espaços de busca do objetivo 1 e objetivo 2 sem
normalização e com normalização entre 0 e 1 com δ na primeira resolução como
variável de decisão

(a) Objetivos não normalizados (b) Objetivos normalizados

Fonte: Autor

Após a normalização, os dois objetivos podem ser devidamente combinados. Por sim-
plicidade, esta combinação é feita pela soma de ambos. Portanto, a função objetivo final para
cada imagem de face k da metodologia proposta é

fk(λ,δ1,δ2, . . . ,δi) = J1 + J2, (58)

onde λ é o fator de ponderação entre os objetivos da métrica de similaridade implementada pelo
FFD, δ o espaçamento entre pontos de controle, sendo i a quantidade de resoluções da malha,
J1 é a soma das distâncias euclidianas entre os pontos fiduciais e J2 é a distância euclidiana
entre as componentes principais.

Finalmente, o gráfico para a soma entre o objetivo 1 e o objetivo 2, matematicamente
definida pela Equação (58), bem como a face resultante obtida pela minimização deste objetivo,
podem ser visualizados na Figura 49.

Figura 49 – Gráfico para a soma entre o objetivo 1 e o objetivo 2 com δ na primeira resolução
como variável de decisão e a deformação ótima de acordo com o objetivo proposto

(a) f(δ), onde δ∗ ≈ 50 (b) Imagem móvel deformada ótima

Fonte: Autor
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É interessante também visualizar a função objetivo para outras opções de variáveis de
decisão. A Figura 50 mostra os gráficos da função objetivo para (a) duas resoluções com λ

como variável de decisão e (b) duas resoluções com δ1 e δ2 como variáveis de decisão.

Figura 50 – Gráficos da soma entre o objetivo 1 e o objetivo 2 com (a) λ como variável de
decisão e (b) δ1 na primeira resolução e δ2 na segunda resolução como variáveis de
decisão

(a) f(λ), onde λ∗ = −0,0125 (b) f(δ1,δ2), onde δ∗
1 ≈ 176 e δ∗

2 ≈ 50

Fonte: Autor

4.3 OTIMIZAÇÃO ASSISTIDA POR METAMODELOS

Pode ser observado pelas figuras apresentadas na seção anterior que a função objetivo
para o problema de otimização de hiperparâmetros do FFD possui um comportamento multi-
modal e irregular. Este comportamento já é uma grande desmotivação para usar os algoritmos
de otimização local.

Adicionalmente, a tarefa de registro de imagens pelo FFD pode ser extremamente cus-
tosa, e usar algoritmos evolutivos seria impraticável por exigir inúmeras avaliações da função
objetivo, que são calculadas a partir da imagem resultante após a normalização.

Como este trabalho investiga os algoritmos de otimização assistida por metamodelos, a
metodologia proposta irá amostrar o espaço de busca para construir um modelo aproximado.
Em seguida, o modelo simplificado da função objetivo será atualizado incrementalmente, se-
guindo as premissas de exploração e explotação, até que um critério de parada seja satisfeito.

Começando pelo projeto de experimentos, como o registro de imagem por FFD é um
processo computacional determinístico, a estratégia para amostragem foi por preenchimento
ótimo por hipercubo latin. A implementação deste projeto de experimentos é feita pela biblio-
teca pyDOE5, um módulo em Python escrito em código aberto.

Em seguida, o modelo escolhido foi o kriging, por ser um modelo capaz de capturar as
complexidades do espaço de busca da função objetivo e por já existir a implementação deste
modelo em Python, o pyKriging6, também disponibilizado em código aberto.

5<https://pythonhosted.org/pyDOE/>.
6<http://pykriging.com/>.

https://pythonhosted.org/pyDOE/
http://pykriging.com/


84

O último passo é a otimização e atualização do espaço de busca descrito pelo modelo
seguindo as premissas de exploração e explotação. Estas premissas já fazem parte do modelo
kriging, ou seja, o próprio modelo já calcula o erro e a saída esperada para determinar a próxima
região a ser amostrada.

Portanto, os únicos parâmetros a serem definidos antes de iniciar a normalização não
rígida de imagens assistida por metamodelos é a quantidade de amostras para o projeto de
experimento e a quantidade de vezes que o modelo será atualizado.

Seguindo o mesmo exemplo da seção anterior, sendo as variáveis de decisão o espa-
çamento entre pontos de controle na primeira e segunda resolução, e adotando um projeto de
experimentos com 20 amostras iniciais e 5 atualizações do modelo kriging, o espaço resultante
para a função objetivo proposta neste trabalho pode ser visualizado pela Figura 51.

Figura 51 – Construção do espaço de busca pelo modelo kriging

(a) Projeto de experimentos (b) Atualização do metamodelo

Fonte: Autor
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5 RESULTADOS E DISCUSSÃO

Os resultados deste trabalho são obtidos a partir da normalização de três tipos de bases
de imagens de face, uma controlada, outra para benchmarking e outra do mundo real.

A base de imagens de face controlada é a FEI Face Database, detalhada no capítulo
anterior. Esta base é considerada controlada pois todas as imagens de face são frontais e foram
capturadas em um ambiente controlado.

A base de dados para benchmarking é a Labeled Faces in the Wild1 (LFW), uma coleção
de mais de 13000 imagens de pessoas famosas coletadas na Internet. Por padrão, utilizam-se
as imagens da base LFW previamente alinhadas pelo algoritmo de Huang, Jain e Learned-
Miller (2007). No entanto, como muitas das imagens não são frontais ou possuem uma grande
variação de pose e expressão facial irrelevantes para o reconhecimento de faces, o registro não
rígido destas imagens torna-se importante para reduzir estas variações. Uma amostra desta base
pode ser visualizada pela Figura 52.

Figura 52 – Quinze amostras de imagens frontais de face da
Labeled Faces in the Wild

Fonte: Autor

Observou-se que a face média da base LFW deixa de sofrer grandes alterações após 400
amostras. Também por questões de tempo computacional, a análise dos resultados para esta
base será feita para 400 amostras.

Por fim, a base de dados do mundo real é a base de recém nascidos da UNIFESP, que
contém 252 imagens. Esta base pertence a um projeto em parceria com a FEI, cujo objetivo é a
classificação de dores em recém nascidos. Por se tratar de uma base do mundo real, as imagens
não possuem nenhuma forma de alinhamento e o registro, tanto rígido, como não rígido, é
necessário antes de prosseguir para o problema de classificação. Uma amostra desta base pode
ser visualizada na Figura 53.

1<http://vis-www.cs.umass.edu/lfw/>.

http://vis-www.cs.umass.edu/lfw/
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Figura 53 – Quinze amostras de imagens frontais de face da base
da UNIFESP

Fonte: Autor

A primeira parte dos resultados é feita sobre uma amostragem de 16 imagens de cada
base de dados e apresentada em um mosaico de figuras, onde as linhas são as amostras e as co-
lunas são respectivamente: a imagem de face original, a imagem de face original com os pontos
fiduciais do atlas, a imagem de face normalizada não rigidamente utilizando os valores reco-
mendados de δ segundo Rueckert et al. (1999), a imagem de face normalizada não rigidamente
utilizando os valores recomendados de δ segundo Rueckert et al. (1999) com os pontos fiduci-
ais do atlas, a imagem de face normalizada não rigidamente utilizando os valores ótimos de δ
segundo a função objetivo proposta e imagem de face normalizada não rigidamente utilizando
os valores ótimos de δ segundo a função objetivo proposta com os pontos fiduciais do atlas.

Em seguida, é apresentado o comportamento da função objetivo aproximada no espaço
de busca construído pelo metamodelo kriging durante o processo de otimização de δ das 16
amostras. Para a construção do modelo, foram utilizadas 11 amostras iniciais e 5 atualizações.

A segunda parte dos resultados apresenta o resultado da face média original, da face
média normalizada não rigidamente utilizando os valores recomendados de δ e da face média
normalizada não rigidamente utilizando os valores ótimos de δ, respectivamente para cada base
de dados.
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5.1 FEI FACE DATABASE

Figura 54 – Primeira parte das 16 amostras de imagem da FEI Face Database em forma de
mosaico, seguindo a disposição previamente definida

Fonte: Autor
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Figura 55 – Segunda parte das 16 amostras de imagem da FEI Face Database em forma de
mosaico, seguindo a disposição previamente definida

Fonte: Autor
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Figura 56 – Comportamento da função objetivo proposta no espaço de busca modelado por
kriging para as 16 amostras de imagem da FEI Face Database. O círculo
representa cada amostra para a construção do espaço de busca e o mínimo da
função está representado pela estrela

Fonte: Autor
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Figura 57 – Face média da Fei Face Database seguindo a disposição previamente definida

Fonte: Autor
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5.2 LABELLED FACES IN THE WILD

Figura 58 – Primeira parte das 16 amostras de imagem da Labelled Faces in the Wild em
forma de mosaico, seguindo a disposição previamente definida

Fonte: Autor
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Figura 59 – Segunda parte das 16 amostras de imagem da Labelled Faces in the Wild em
forma de mosaico, seguindo a disposição previamente definida

Fonte: Autor
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Figura 60 – Comportamento da função objetivo proposta no espaço de busca modelado por
kriging para as 16 amostras de imagem da Labelled Faces in the Wild. O círculo
representa cada amostra para a construção do espaço de busca e o mínimo da
função está representado pela estrela

Fonte: Autor



94

Figura 61 – Face média da Labelled Faces in the Wild seguindo a disposição previamente
definida

Fonte: Autor
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5.3 BASE DE FACES DE RECÉM NASCIDOS DA UNIFESP

Figura 62 – Primeira parte das 16 amostras de imagem da Base de Faces de Recém Nascidos
da UNIFESP em forma de mosaico, seguindo a disposição previamente definida

Fonte: Autor
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Figura 63 – Segunda parte das 16 amostras de imagem da Base de Faces de Recém Nascidos
da UNIFESP em forma de mosaico, seguindo a disposição previamente definida

Fonte: Autor
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Figura 64 – Comportamento da função objetivo proposta no espaço de busca modelado por
kriging para as 16 amostras de imagem da Base de Faces de Recém Nascidos da
UNIFESP. O círculo representa cada amostra para a construção do espaço de
busca e o mínimo da função está representado pela estrela

Fonte: Autor
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Figura 65 – Face média da Base de Faces de Recém Nascidos da UNIFESP seguindo a
disposição previamente definida

Fonte: Autor
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5.4 DISCUSSÃO DOS RESULTADOS

As primeiras duas colunas das Figuras 54, 55, 58, 59, 62 e 63 mostram a discrepância
entre os pontos fiduciais da imagem de referência e a imagem de face original, ou seja, a neces-
sidade pelo registo não rígido para o alinhamento das imagens. Já nas imagens normalizadas,
é possível notar que os pontos fiduciais da imagem de referência estão mais coerentes com a
imagem móvel, indicando que os principais elementos da face estão alinhados com o atlas.

Ao comparar o resultado individual entre o FFD com valores de δ recomendados e o
FFD com valores de δ ótimos, a diferença, em muitos casos, é extremamente sutil. Esta sutileza
mostra que a otimização do espaçamento entre pontos de controle atua apenas na transformação
local como ajuste fino ao resultado final, que por sua vez é quase imperceptível visualmente,
porém significativo sob uma perspectiva estatística das componentes principais da imagem.

As Figuras 56, 60 e 64 apresentam as aproximações por metamodelos da função objetivo
proposta no espaços de busca. A partir destes resultados, é possível analisar o comportamento
da transformação não rígida em função dos hiperparâmetros δ.

Foi observado durante o experimento que o hiperparâmetro λ não possui uma influência
significativa na função objetivo proposta para imagens planas e, como usar duas variáveis de
decisão facilita a visualização da função objetivo no espaço de busca para apresentação dos
resultados, apenas δ1 e δ2 são analisados.

A principal observação é que as aproximações das funções compartilham pouca simi-
laridade entre si, mesmo em casos pertencentes à mesma base de dados. Esta descoberta é
importante, uma vez que caracteriza o problema de seleção do espaçamento entre pontos de
controle como sendo uma tarefa complexa. No entanto, alguns espaços de busca, principal-
mente aqueles das imagens da base LFW (Figura 60), comportaram-se de forma extremamente
ruidosa. Foi constatado que este problema é gerado durante a modelagem Kriging. Mais espe-
cificamente, trata-se de uma singularidade na matriz de correlação que ocorre durante a própria
implementação computacional deste modelo.

Ainda nos resultados das aproximações no espaço de busca, é possível notar que quando
δ1 � δ2 significa que o FFD não precisa da segunda resolução já que a imagem sofreu a
deformação necessária logo na primeira resolução. Esta afirmação pode ser verificada pois um
alto valor de δ elimina a capacidade do modelo ajustar as características locais, ou seja, se na
segunda resolução o espaçamento entre pontos de controle for muito alto, não existem mais
elementos locais para serem deformados.

As Figuras 57, 61 e 65 apresentam a última análise dos resultados, que é a média das
imagens para cada base de faces. Como estes resultados acabam acumulando os efeitos dos
ajustes finos causados pela otimização de δ, é possível notar um aumento da definição da média
das imagens normalizadas com valores de δ otimizados quando comparada com a definição da
média das imagens normalizadas com valores de δ recomendados.
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Este aumento da definição foi possível por conta do maior grau de deformação permitido
pela seleção otimizada dos valores de δ, ou seja, ao invés de adotar sempre o mesmo espaça-
mento entre pontos de controle, como faz o algoritmo original FFD, a normalização não rígida
assistida por metamodelos leva os valores de δ ao limite do grau de deformação aceitável, que
é aquela que atende ao máximo a premissa de eliminar as características locais irrelevantes da
imagem, mas preservando sua características principais.

Em relação ao custo computacional, a normalização não rígida de imagens assistida por
metamodelos apresenta uma grande desvantagem quando comparada ao FFD. Esta desvanta-
gem acontece pois a metodologia proposta acrescenta uma etapa adicional, que é a construção
de um metamodelo. Por outro lado, como a transformação por FFD não adota uma função
objetivo para avaliar a qualidade da normalização, esta avaliação acaba sendo realizada pela
análise visual de uma pessoa, que é uma tarefa extremamente custosa quando comparada com
a ordem de grandeza do tempo computacional, principalmente nos casos em que encontrar uma
boa deformação leva inúmeras tentativas.
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6 CONCLUSÃO

Este estudo desenvolveu uma metodologia para otimização assistida por metamodelos
dos hiperparâmetros do Free-Form Deformation para imagens de faces 2D. Para o desenvolvi-
mento desta metodologia, o conteúdo deste trabalho foi apresentado em duas partes.

A primeira parte, de caráter mais teórico, classificou os problemas de otimização em três
grandes categorias: (i) otimização local, (ii) otimização por meta-heurísticas e (iii) otimização
de funções caixa preta por metamodelos. Com esta classificação, este trabalho construiu uma
nova taxonomia que une os conceitos de otimização matemática e aprendizado de máquina.

A segunda parte, de teor mais prático, fundamentou as diversas técnicas de modelos de
transformação de imagens utilizando a contextualização de otimização matemática descrita na
parte anterior. Consequentemente, esta parte foi desenvolvida com maior ênfase na definição
das funções-objetivo e visualização das aproximações obtidas nos respectivos espaços de busca
destes modelos.

A partir da assimilação destas duas partes, este trabalho identificou a oportunidade de
aplicar os conceitos teóricos em um problema do mundo real: o registro não rígido de imagens.
Esta aplicação, denominada de normalização espacial não rígida de imagens assistida por me-
tamodelos, aproveitou a terminologia explorada na fundamentação teórica para conceber uma
função objetivo e algoritmo de otimização implementados em uma ferramenta disponível em
código aberto.

Os resultados mostram que o registro não rígido de imagens pode se beneficiar ao optar
por uma escolha inteligente de seus hiperparâmetros. Como o maior compromisso de deformar
uma imagem é eliminar seus elementos irrelevantes, uma abordagem que leva em consideração
suas componentes principais mostra-se como uma forma de eliminar as incertezas da escolha
de tais parâmetros.

Quanto aos metamodelos, observa-se que sua grande vantagem está na maior probabi-
lidade de encontrar a região do mínimo global, quando comparada aos métodos de otimização
local, e na menor quantidade de avaliação da função objetivo para encontrar o mínimo global,
quando comparada às meta-heurísticas. Em outras palavras, a otimização assistida por meta-
modelos aumenta as chances de encontrar a região do mínimo global com poucas avaliações da
função objetivo.

Por se tratar de um problema ainda pouco explorado, ainda há considerações com grande
potencial a serem melhor investigadas. Como trabalhos futuros, ressaltam-se as seguintes con-
siderações:

a) investigar o comportamento da normalização espacial de imagens com outros mo-
delos além do kriging;

b) adotar uma função objetivo que leve em consideração a base de imagens como um
todo, ao invés de uma função para cada imagem;
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c) estudar a função objetivo proposta a partir de outros algoritmos de otimização, em
especial os algoritmos evolutivos assistidos por metamodelos;

d) otimizar a questão da implementação computacional do algoritmo utilizado neste
trabalho, especialmente na parte de treinamento e atualização do metamodelo, que
são as etapas com maior tempo de processamento;

e) explorar outros modelos de transformação não rígida que não sejam o FFD;
f) analisar a premissa da função objetivo proposta em outros domínios que não sejam

de imagens de faces. Por exemplo, imagens médicas, que é o domínio em que o
FFD foi inicialmente concebido;

g) apesar da diferença entre os resultados do registro não rígido com valores de δ
recomendados e do registro não rígido com valores de δ ótimos serem visualmente
pouco perceptíveis, é importante comparar a eficácia entre ambos os resultados
por meio de uma métrica estatística complementar à média, como a variância,
curtose e assimetria da distribuição, ou pelo ganho de precisão em um problema
real reconhecimento de imagens.

Recentemente, Huang et al. (2012) mostrou que o alinhamento de imagens pode ser
alternativamente realizado por Deep Learning. No entanto, apesar desta técnica ser uma boa
alternativa para os métodos tradicionais, sua aplicações, em sua maioria, estão restritas às de-
formações globais.

Tendo em vista o grande sucesso da aplicação multidisciplinar do Deep Learning, tanto
na área científica, como na indústria, o uso de Deep Learning para normalização espacial não
rígida de imagens é uma oportunidade para trabalhos futuros bastante promissora, porém ainda
pouco explorada.
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O desempenho dos diversos algoritmos de otimização que são desenvolvidos na litera-
tura são testados e comparados em funções padrões de teste. Estas funções possuem caracte-
rísticas que dificultam ou até impossibilitam a convergência dos algoritmos mais tradicionais,
requerendo técnicas mais sofisticadas de otimização. Entre algumas das características que po-
dem dificultar a convergência de um algoritmo de otimização estão: múltiplos mínimos locais
(multimodalidade), descontinuidade e assimetria (JAMIL; YANG, 2013).

Neste trabalho, são apresentadas as funções mais utilizadas na literatura relacionada.
Uma lista das funções de teste pode ser encontrada em trabalhos específicos (SURJANOVIC;
BINGHAM, 2018; JAMIL; YANG, 2013).

a) função de Ackley (ACKLEY, 1987; BACK, 1996)
A Função de Ackley é multimodal e é caracterizada por uma planície con-

forme afasta-se do mínimo, o que dificulta a convergência de algoritmos que uti-
lizam informação do gradiente (SURJANOVIC; BINGHAM, 2018). O mínimo
global ocorre em x∗ = (0,0, . . . ,0), f(x∗) = 0.

f(x1,x2, . . . ,xn) = −20·exp
−0.2

√√√√ 1
n

n∑
i=1

x2
i

−exp( 1
n

n∑
i=1

cos(2πxi)
)

+20+e.

(59)

Figura 66 – Visualização gráfica da função de Ackley

(a) Visualização em três dimensões (b) Curvas de contorno

Fonte: Autor
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b) função de Branin (BRANIN, 1972)
A Função de Branin ficou conhecida por testar algoritmos de otimiza-

ção através da modelagem kriging (JONES; SCHONLAU; WELCH, 1998). Os
três mínimos globais ocorrem em x∗1 = (−π; 12,275), x∗2 = (π; 2,275), x∗3 =
(3π; 2,425), f(x∗) = 0,3978873 (JAMIL; YANG, 2013).

f(x1,x2, . . . ,xn) =
(
x2−

5,1x2
1

4π2 + 5x1

π
− 6

)2
+ 10

(
1− 1

8π · cos(x1)
)

+ 10. (60)

Figura 67 – Visualização gráfica da função de Branin

(a) Visualização em três dimensões
(b) Curvas de contorno

Fonte: Autor

c) função Esfera
A Função Esfera, é uma função quadrática, unimodal, contínua e convexa

(SURJANOVIC; BINGHAM, 2018). É comum encontrar variantes desta função
na literatura para fundamentar alguns conceitos básicos de algoritmos existentes,
bem como propostos (PRICE; STORN; LAMPINEN, 2006). O mínimo global
ocorre em x∗ = (0,0, . . . ,0), f(x∗) = 0.

f(x1,x2, . . . ,xn) =
n∑

i=1
x2

i . (61)

Figura 68 – Visualização gráfica da função Esfera

(a) Visualização em três dimensões
(b) Curvas de contorno

Fonte: Autor
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d) função de Rastrigin (RASTRIGIN, 1963; SURJANOVIC; BINGHAM, 2018)
A Função de Rastrigin é multimodal, porém com a localização dos míni-

mos uniformemente distribuídos (SURJANOVIC; BINGHAM, 2018). O mínimo
global ocorre em x∗ = (0,0, . . . ,0), f(x∗) = 0.

f(x1,x2, . . . ,xn) = 10n+
n∑

i=1

(
x2

i − 10 · cos(2πxi)
)
. (62)

Figura 69 – Visualização gráfica da função de Rastrigin

(a) Visualização em três dimensões
(b) Curvas de contorno

Fonte: Autor

e) função de Rosenbrock (ROSENBROCK, 1960)
A Função de Rosenbrock, apesar de ser unimodal, apresenta grande difi-

culdade de convergência devido à presença de uma vale em formato de "banana".
Esta geometria faz com que muitos dos algoritmos baseados em gradiente apre-
sentem um comportamento de busca em "ziguezague", o que aumenta o número
de iterações até a convergência (SURJANOVIC; BINGHAM, 2018). O mínimo
global ocorre em x∗ = (1,1, . . . ,1), f(x∗) = 0.

f(x1,x2, . . . ,xn) =
n−1∑
i=1

(
100(x2

i − xi+1)2 + (1− xi)2
)
. (63)

Figura 70 – Visualização gráfica da função de Rosenbrock

(a) Visualização em três dimensões
(b) Curvas de contorno

Fonte: Autor
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